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��	�
��� ���
������� ��	:���!� �� ��*$� �" *���� '������'�!���
���
��� �	��� ��	:���!	 �	��
�	�� @ ,�	� ���
��� ���� �	��	

�� �- n ,������	!� -�����'��� ��	 ,������" ����'����"�� 
�

����� 	� � �	 n � 	�	:����!�� � 	�'�-�	� ����'����	�	 '$��
[1, n]� ?���� 	*'�-	�� �" '������'�!��� #�'�����	!�� �� ��	

:���!� [1, n] � 	*	-��
��� ��	:���!	 !��� ����� #�'�����	!	�

�'�- Sn� &���	 ,������	! ! Sn '�!�	 n! @�$��6 #�'�����	!��
π ∈ Sn �" �	:�� -�#��"!��� ! !��� ��*��0"

π =
(

i1 . . . in
j1 . . . jn

)
,

! !�'���� ��'	�� �	�	'	� -�#����" ! ���	�	'	� #	'$��� !��

���� 	� � �	 n� � #	� ��:�"� ,������	� ik !�'���� ��'	��
-�#���� ,������ jk� ! �	�	'"� ik #�'��	��� #'� 	�	*'�:���� π�
���� jk = π(ik)� ?�� ��� 	�	*'�:���� π *�����!�	�� �	 ! ��:���
��'	�� ��*��0" ���:� -�#����" !�� 
���� 	� � �	 n� ?�*��
��$
-�#��� #�'�����	!�� π ��	��	-��
��� ��� ��� #	'$�	� -�#���

���� ! !�'���� ��'	�� #'	�-!	���� 5!� ��*��0"(

i1 . . . in
j1 . . . jn

)
,

(
s1 . . . sn

t1 . . . tn

)
-���6� 	��� � �� :� #�'�����	!�� ! �	� � �	���	 ! �	� ���


��� ���� 	�� ���6� 	�����	!"� ��	�*0" � 	���
�6��$ �	���	
#	'$��	� '��#	�	:���$ ��	�*0	!� 3�:��$ #�'�����	!�� ���

�� -�#��� ! !��� ��*��0"� ! �	�	'	� 
���� ! !�'���� ��'	��
'��#	�	:��" ! ������!���	� #	'$���G

π =
(

1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)
,

%



��� ki = π(i)� ?���6 -�#��� #�'�����	!�� *���� ��-"!��� 
��
�������
��� 5�$ ,������	! ��	:���!� Sn 	#'������� 	#�'�

0�$ ���	:���$� -���!����$ �	�#	-�0��� 	�	*'�:����G ����
π, σ ∈ Sn� �	 πσ ���� ����$ #�'�����	!��� 
�	 (πσ)(i) = π(σ(i))
��$ !��� i ∈ [1, n]� >�� 	#�'�0�$ 	*������ �����67��� �!	�

��!���G

�� ���������	�����G (πσ)τ = π(στ) ∀π, σ, τ ∈ Sn.

�� ��7���!��� ��������� #�'�����	!�� ε ∈ Sn� ���� ����$� 
�	
επ = πε = π ∀π ∈ Sn.

2� 5�$ !�$�	� #�'�����	!�� π ∈ Sn ��7���!��� �
������ #�

'�����	!�� π−1 ∈ Sn� ���� ����$� 
�	 ππ−1 = π−1π = ε�

?	� ����� 
�	 ���	:���� #�'�����	!	� 	*������ #�'�
��

����"�� �!	���!���� !"'�:�6�� �	!	'$� 
�	 ��	:���!	 Sn 	�

�	�������	 	#�'�0�� ���	:���$ $!�$���$ �������� <	,�	�� !
�������+�� �" *���� ��-"!��� Sn ������� ���������	�
� >��
�'�##� ��-"!�6� ���:� �����������
�� ������� .���#��� n/�
?�*��
��$ -�#��� �����
�	� #�'�����	!�� ε� �	�	'�$ #'�����!

�$�� �	*	� �	:����!���	� 	�	*'�:���� ��	:���!� [1, n]� �����
!��

ε =
(

i1 . . . in
i1 . . . in

)
.

���� #�'�����	!�� π ∈ Sn -�#��"!����$ ��*��0��

π =
(

i1 . . . in
j1 . . . jn

)
,

�	 	*'����$ #�'�����	!�� -������$ ��*��0��

π−1 =
(

j1 . . . jn

i1 . . . in

)
.

5�$ ��:�	� #�'" '�-��
�"� 
���� i, j ∈ [1, n] �	:�	 '��

����'�!��� #�'�����	!��� 	*	-��
����6 
�'�- (i, j) � ��-"!��

��6 �������������� �	�	'�$ 	�	*'�:��� ,������" i, j �'�� !
�'���� � !�� 	������"� ,������" ��	:���!� [1, n] 	�	*'�:���
�	:����!���	� ���� ! ��*��
�	� -�#���

(i, j) =
(

i j i1 i2 . . . in−2

j i i1 i2 . . . in−2

)
.

1



 
�!���	� (j, i) = (i, j) � Sn �	��':�� n(n − 1)/2 '�-��


�"� �'���#	-�0��� 8	��� +�'	��� ����� 	*'�-�6� #�'�����	!

��� ��-"!���"� ��
����� 3�:�"� 0��� .����" k/ -������$ !"

*	'	� �- k '�-��
�"� 
���� i1, . . . , ik ∈ [1, n] � '��#	�	:���

�� �� ! ���	�	'	� �����'	!���	� #	'$���� ��
���� 	*	-��
�

��"� 
�'�- (i1, . . . , ik)� ��-"!����$ #�'�����	!��� -���!����$
�����67�� ��*��0��G

(i1, . . . , ik) =
(

i1 i2 . . . ik−1 ik j1 . . . jn−k

i2 i3 . . . ik i1 j1 . . . jn−k

)
.

@ ���
�� k = 1 �" #	��
��� �	:����!����6 #�'�����	!

��� A���" ����" � H ,�	 �'���#	-�0��� B�#��� 0���� ! !�

�� (i1, . . . , ik) ��	��	-��
��G ! ���
�� k � 2 �" �	:�� -�#�

���� �	� :� ���"� 0���� ��
�! -�#��� � �6*	�	 ,������� il �-
{i1, . . . , ik}� #	��� 
��	 #	'$�	� 	������"� ,������	! ! -�#���
,�	�	 0���� 	#'����$���$ ������!���"� 	*'�-	�G

(i1, . . . , ik) = (il, il+1, . . . , ik, i1, . . . , il−1).

>�	 #	��-"!���� 
�	 ! Sn �	��':���$
(
n
k

)
(k − 1)! '�-��
�"�

0���	! ����" k � 2� ���
(
n
k

)
	*	-��
��� 
����������� 
������

����� (
n

k

)
=

n(n − 1) . . . (n − k + 1)
k!

.

5!� 0���� (i1, . . . , ik), (j1, . . . , jl) ∈ Sn ��-"!�6��$ ����	��
������� ���� ��	:���!� {i1, . . . , ik} � {j1, . . . , jl} �� #�'�����

6��$ .�� ���6� 	*7�� ,������	!/�
8	��� 	*7	� ��-	!�� ��������� #�'�����	!�� π ��	:���!	

!��� ����� i ∈ [1, n]� 
�	 π(i) �= i� 5!� #�'�����	!�� ��-"!�6��$
����	�������� ���� �� �	������ �� #�'�����6��$�

/%�$"�<���� .�.� ����	������ ���������	
� 
�������
�� �!

"�
���������	�! <���� {i1, . . . , is} H �	������ π� �
{j1, . . . , jt} H �	������ σ� ?�� ��� ,�� ��	:���!� �� #�

'�����6��$� �	 ,�� #�'�����	!�� �	:�	 -�#����� ! !���

π =
(

i1 . . . is j1 . . . jt k1 . . . kn−s−t

π(i1) . . . π(is) j1 . . . jt k1 . . . kn−s−t

)
,

4



σ =
(

i1 . . . is j1 . . . jt k1 . . . kn−s−t

i1 . . . is σ(j1) . . . σ(jt) k1 . . . kn−s−t

)
�� 	
�!���	� �����

πσ = σπ =

=
(

i1 . . . is j1 . . . jt k1 . . . kn−s−t

π(i1) . . . π(is) σ(j1) . . . σ(jt) k1 . . . kn−s−t

)
.
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�� ����� � 2 ���������� ���������� '������

������������ 	 �����	������ ����� 
��� �����	������%
��
 
�
 ����	������ ��
�� 
�������� �(!

"�
���������	�! <���� π ∈ Sn� ���� π �	:����!����$� �	 	��
$!�$���$ 0���	� ����" �� ���� π �� $!�$���$ �	:����!��

�	�� �	 !"*�'��� #'	�-!	���	� 
���	 i1 ∈ [1, n]� ���	� 
�	
i2 = π(i1) �= i1� 5���� '������'�!��� i3 = π(i2), . . . , ik = π(ik−1)
�	 ��� #	'� #	�� #	�� !�� 
���� i1, i2, . . . , ik '�-��
�"� ?��
��� ��	:���!	 [1, n] �	��
�	� �	 �� ���	�	'	� +��� �" #	

��
�� ! #�'!"� '�-� 
�	 π(ik) = il� ��� 1 � l < k� 5	#�

����� 
�	 l � 2� ?	��� il = π(il−1) � π(ik) = π(il−1) 	�

���� ik = il−1I ,�	 #'	��!	'�
�� #'��#	�	:���6� 
�	 
��

�� i1, . . . , ik '�-��
�"� B��
��� l = 1, π(ik) = i1 � �" #	

��
�� 0��� σ1 = (i1, . . . , ik)� ���� *" ! ��
���!� ��
����	

�	 ,������� *"� !"*'�� !����	 i1 �6*	� �'��	� ,������ il
�- ��	:���!� {i1, . . . , ik}� �	 �" #	��
��� *" �	� :� ���"�
0��� ! �'��	� -�#��� σ1 = (il, il+1, . . . , ik, i1, . . . , il−1)� ����
π(j) = j ∀ j ∈ [1, n]\{i1, . . . , ik}� �	 π = σ1� ���� :� ��7���!�

�� j1 ∈ [1, n]\{i1, . . . , ik}� ���	� 
�	 j2 = π(j1) �= j1� �	 #	���#�$
��� !"+�� �" #	��
�� 0��� σ2 = (j1, . . . , jl)� >�� 0���" ��-�

!����"� ��� ��� ���� *" jt = is ��$ ���	�	'"� s, t� �	 ��
�! #	

��'	���� � ,�	�	 ,�������� �" #	��
��� *" 0���� �	�	'"� �	!

#����� ��� � σ1� ��� � � σ2� �� ����	!������	� j1 ∈ {i1, . . . , ik}�
!	#'��� #'��#	�	:���6� <'	�	�:�$ ,�	� #'	0��� �	 ��
�'#�

��$ ,������	! ��	:���!� [1, n]� �" #	��
��� '�-�	:���� π !
#'	�-!������ ��-�!����"� 0���	!� �	�����	 #	��'	���6� ,��
0���" 	#'������" 	��	-��
�	�

=



)�������� ��2! A���" ����" � �	:�	 ��� !��6
���� ��� �
�� !��6
��� ! '�-�	:����� ��!���	� ��	'��	� ���� F� !��6
�

��� 0����		*'�-�	� �	��� ��:�	 ���-��� !�� ,������" ��	:�

��!�� �� �	�	'	� �����!��� #�'�����	!���

/%�$"�<���� .�2� #��
�� ��
� ����� k ����� ��������
	��� '������� ������� �����
���( 	 	��� �����	������ k − 1
������������!

5����!������	� ������ ��#'���'� '�-�	:����G

(i1, . . . , ik) = (i1, i2) (i2, i3) . . . (ik−1, ik).


��%��� .�0� #��
�� ���������	
� �� Sn �
������ ������
������ 	 �����	������ ������������!

5	��-�������!	 ��#	�'����!���	 ������� �- ��	'��" ��� �
#'���	:���$ ����
B������� 
�	 '�-�	:���� ! #'	�-!������ �'���#	-�0�� ��

������!���	� �'���#	-�0�� ! ,�	� #'	�-!������ �	��� �� �	�

����'	!��� �� *	��� �	�	� 	��� � �� :� �'���#	-�0�$ �	:��
!�	���� ! ,�	 #'	�-!������ ����	���	 '�-�

���� �������� ������
�����

<���� -����� π ∈ Sn � {i, j} H �6*�$ ���#	'$�	
����$ #�'�
.���� {j, i} �
������$ �	� :� ���	� #�'	�/ '�-�"� ,������	! �-
[1, n]� 8���� ��-"!��� #�'� {i, j} ���	������ ��$ #�'�����	!��
π� ���� π �	�'��$�� ������!���"� #	'$�	� ��:�� 
������ i, j�
���� #'� i < j ����� π(i) < π(j)� � *���� ��-"!��� #�'� {i, j}
��#'�!����	� ��$ π� ���� π 	*'�7��� ������!���"� #	'$�	��
���� #'� i < j ����� π(i) > π(j)�

�,%�$�"���� .�7� &���	��� 
���� ��#'�!����"� #�' ��$
#�'�����	!�� π ��-"!����$ �������� ���������	
� π�

;����	�'�� ���	��
����6 -�#��� #�'�����	!�� πG

π =
(

1 2 . . . i . . . j . . . n
k1 k2 . . . ki . . . kj . . . kn

)
.

���:��� 
�	 #�'� 
���� (ki, kj)� -�#�����"� ! �	� :� #	'$����
! ���	� 	�� '��#	�	:��" ! ��'	�� (k1, k2, . . . , ki, . . . , kj , . . . , kn)�

(



���� i < j� 	*'�-��� ��	���� ! ,�	� ��'	��� ���� ki > kj � �" !�

���� 
�	 #�'� {i, j} $!�$���$ ��#'�!����	� ��$ π� ���� � �	���	
���� �		�!����!�67�� ,������" ! ��:��� ��'	�� 	*'�-�6� ��

!�'��6� ?���� 	*'�-	�� �" #	��
���

/%�$"�<���� .�9� *������� ���������	
� π ��	�� ����
����� ����� ��	����� 	 ������ ����
� �� 
��������
�� �����
��!

<	��:��� 
�	 ����� ����	 *	��� 	*7�� ��!�':�����G

/%�$"�<���� .�6� *������� ���������	
� ��	�� ������
��� ���������� ����� ��	����� 	 	��$��� � ������ ����
�$
�����	������ ��
������ ������ ���� ���������	
�!

"�
���������	�! <����

π =
(

i1 . . . ik . . . il . . . in
j1 . . . jk . . . jl . . . jn

)
.

8���� '������'�!��� !��!	-�	:�"� #�'" 
���� �- [1, n]� -�#�

�"!�$ �� ! �	� #	'$���� ! �	�	'	� 	�� !��'�
�6��$ ! !�'����
��'	�� '������'�!���	� -�#��� π� � �		�!����!�67�� #�'" 
�

��� �- ��:��� ��'	��� @	-�	:�" �'� ���
�$G

��  *� #�'" (ik, il) � (jk, jl) �� 	*'�-�6� ��!�'��� ! �!	��
��'	���� ���� ik < il � jk < jl� ?���� #�'" (ik, il) $!�$6��$
#'�!����"���

��  *� #�'" (ik, il) � (jk, jl) 	*'�-�6� ��!�'��� ! �!	�� ��'	

���� ���� ik > il � jk > jl� ?���� #�'" (ik, il) ���:� $!

�$6��$ #'�!����"��� �	� ���� �� 
���	 '�!�	 t� �	 �"
#	��
��� 2t ��!�'��� ! !�'���� � ��:��� ��'	����

2�  ��� �- #�' (ik, il), (jk, jl) 	*'�-��� ��!�'��6 ! �!	��
��'	��� � �'���$ ���� ���� ik < il � jk > jl� ��� ik > il �
jk < jl� @ ,�	� ���
�� #�'� (ik, il) $!�$���$ ��#'�!����	��
<���� 
���	 ����� #�' (ik, il) '�!�	 s� ?	��� �" �����
�7� s ��!�'��� ! !�'���� � ��:��� ��'	����

?���� 	*'�-	�� 
���	 ��#'�!����"� #�' '�!�	 s� � �����'

�	� 
���	 ��!�'��� ! !�'���� � ��:��� ��'	��� -�#��� '�!�	
s + 2t� ���� ,�� 
���� ���6� 	�����	!�6 
���	����

��



F- #'���	:���$ ��4 .��� ��#	�'����!���	 �- 	#'�����

��$ ��1/ �" !����� 
�	 �	:����!����$ #�'�����	!�� $!�$���$

���	� � 
�	 �6*�$ #�'�����	!�� π � 	*'����$ � ��� π−1 ���6�
	�����	!�6 
���	����

/%�$"�<���� .�:� +�� ��������� ���������	�
 ������
��� ������� ���!

"�
���������	�! 5	��:�� ,�	 ��$ #'	�-!�����$ �!�� #�'����

�	!	� π1, π2 ∈ Sn .�	��� ��$ #'	�-!�����$ �6*	�	 �	��
�	�	

���� #�'�����	!	� �	��-�������!	 �'�-� #	��
����$ #	 �����

0��/� <����

π2 =
(

i1 . . . in
j1 . . . jn

)
.

F�#	��-��� ��$ π1 -�#���� ! �	�	'	� !�'��$$ ��'	�� �	!#�����
� ��:��� ��'	�	� -�#��� π2G

π1 =
(

j1 . . . jn

k1 . . . kn

)
.

?	���

π1π2 =
(

i1 . . . in
k1 . . . kn

)
.

<���� s, t, u 	*	-��
�6� 
���	 ��!�'��� ! ��'	��� (i1, . . . , in)�
(j1, . . . , jn)� (k1, . . . , kn) �		�!����!���	� ?	��� 
���	��� π1 '�!��

���	��� 
���� t + u� 
���	��� π2 '�!�� 
���	��� 
���� s + t ��
���	��0� 
���	��� π1π2 '�!�� 
���	��� 
���� s + u� ���67��	
�� :� 
���	���� 
�	 � ����� (s + t) + (t + u)�

�,%�$�"���� .�.;� <���� 
���	��� #�'�����	!�� π '�!��

���	��� ���	�	'	�	 
���� t� ?	��� 
���	 s(π) = (−1)t *����
��-"!��� ���
�� ���������	
� π�

<'���	:���� ��( �	:�	 #�'��	'����'	!��� �����67�� 	*

'�-	�G

/%�$"�<���� .�..� "�� � 
�$ ���������	�

π1, . . . , πk ∈ Sn

s(π1 . . . πk) = s(π1) . . . s(πk).

��



/%�$"�<���� .�.1� , 
�� ������������ �	������
�������� ���������	
��!

"�
���������	�!  #'������ 
���	��� �����'�	�	 
���� ��

!�'��� ! -�#���

(i, j) =
(

i j i1 . . . in−2

j i i1 . . . in−2

)
.

<�'" (ik, il), (i, il), (j, il) '��#	�	:��" ! !�'���� � ��:��� ��'	

��� ! 	�����	!	� #	'$���� � #	�	�� ��� �	�	'"� 	*'�-�6� ��

!�'���� ��6� ! ����� 
���	� 
���	 ��!�'���� @ �	 :� !'��$ �-
	���!+���$ #�' (i, j) .! !�'���� ��'	��/ � (j, i) .! ��:��� ��'	

��/ 	��� 	*'�-��� ��!�'��6� � �'���$ ���� <	,�	�� �����'�	�

���	 ��!�'��� ��
���	�

�"�$��&�� .�.3� *������� ���������	
� ��	������ �
�������� ����� ���������� 	 � 
�� �������	����� ����
���������	
� 	 	��� �����	������ ������������!

<'�����$ !	 !������� #'���	:���� ���� #	��
���G

�"�$��&�� .�.2� *������� ��
�� ����� k ��	������ �
�������� ����� k − 1!

�"�$��&�� .�.0� -��� ���������	
� π ����������� 	 ����
��	������ ����	�����$ ��
��	 ���� k1, . . . , ks% �� �� ��������

��	������ � �������� ����� d(π) =
s∑

i=1

(ki − 1) '����	������

���'�����	� ���������	
�(!

/%�$"�<���� .�.7� .�������	� �����$ � �������$ ���
�������	�
 	 Sn �����
�	� � ��	�� n!/2!

"�
���������	�! <���� 
���	 
���"� #�'�����	!	� '�!�	 N
� {π1, π2, . . . , πN} H �#��	� !��� 
���"� #�'�����	!	�� <����
τ H ���	�	'�$ ��
����$ #�'�����	!�� .��#'���'� �'���#	-�

0�$/� ?	��� #�'�����	!�� τπ1, τπ2, . . . , τπN ��
���"��  �� !��
'�-�"�� ��� ��� ���� *" τπi = τπj ��$ ���	�	'"� i �= j� �	�
���	:�$ ,�	 '�!����!	 ���!� �� τ−1� �" #	��
��� *"� 
�	
πi = πj � )��	��0� !�$��$ ��
����$ #�'�����	!�� σ ∈ Sn '�!��
���	�	'	� τπi, 1 � i � N � 5����!������	� τ−1σ H 
����$ #�'�

����	!��� � #	�	�� τ−1σ = πi ��$ ���	�	'	�	 i� 	����� σ = τπi�

��



?���� 	*'�-	�� {τπ1, τπ2, . . . , τπN} ���� �#��	� !��� ��
���"�
#�'�����	!	� ! Sn � �� 
���	 ���:� '�!�	 N � ?�� ��� 2N = n!�
�	 N = n!/2�

�2



��� ������	 ��	���	

���� �
�� ��
��� �! ��������
��� � ��"�#
��� ����� ����$��% &�
�����$  ����� '��#
 ���
���% ����!�
(��
��$ ) ���� �
&��
*

<���� -����� ������� �- p ������"� �'�!����� � n ���-

!����"��G ⎧⎨

⎩
a11x1 + . . . + a1nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ap1x1 + . . . + apnxn = bp.

.���/

?	��� �" '������'�!��� ������� ������� .������� 
����
��������	/ A � ���/������ ������� ������� B .-������
#	������� '�!�	�����	 -�����6 ������" .���/G

A =

⎛
⎝ a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
ap1 . . . apn

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ a11 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . .
ap1 . . . apn bp

⎞
⎠ .

������� .���/ #'�!	����$ � ,�!�!������	� ������� #	�'��

��!	� #'�������$ � ��'	��� ���'�0" B �����������$ ����
�
����	���� �'�� ��#	!G

J� <'�*�!����$ � 	��	� ��'	�� �'��	� ��'	��� ���	:���	�
�� #'	�-!	���	� 
���	�

JJ� <�'�����	!�� �!�� ��'	��

JJJ� ���	:���$ ��'	�� �� 
���	� 	���
�	� 	� ���$�

<	�'����!	� #'�������$ ,�������'�"� #'�	*'�-	!���� J
��#� '��+�'����$ ���'�0� ������" #'�!	����$ � ���	�� !�

��� ! �	�	'	� ���'�0� �	,���0����	! $!�$���$ ������������
���� ���	�� 
�	

��



�/ !�� ����!"� ��'	��� ���� ����� ���6��$� '��#	�	:��" !
��:��� 
���� ���'�0"I

�/ ���!�"� ,������ ��:�	� �����67�� ������!	� ��'	��
���	����$ ��'	�	 #'�!�� ���!�	�	 ,������� #'��"��7��
��'	�� .���	��� ��������� ������!	� ��'	�� �" ��-"

!��� �� #�'!"� ������!	� ,������/�

������� ������"� �'�!����� � '��+�'���	� ���'�0�� ���	�	
!��� *���� ��-"!��� ������������


��%��� 1�.� 0������ �������$ ���	����� .���/ ��	�����
�� 	 ��� � ����
� ��� ������% ���� 	 �
	�	�������� �� ����
�������� ������� ��� 1�
�������
�$2 ���	����� 	���

0 x1 + . . . + 0 xn = b, b �= 0

'������� ���	���% 	 ���/������� ������� ����������� ���
����� ��� ����
 	��� (0, . . . , 0, b), b �= 0(!

@ ���
�� �	!�����	� ������" ���-!����"� '�-���$6��$ ��
���	��� � �	�
������ ���!�"�� �
���6��$ �� ���-!����"�� �	

�	'"� ! ,�!�!������	� ���#��
��	� ������� !��'�
�6��$ � �	

,���0�������� $!�$67����$ ���!�"�� ,��������� ������!"�
��'	� ���#��
��	� ���'�0"� &���	 ���!�"� ���-!����"� '�!

�	 
���� ������!"� ��'	��  ������"� ���-!����"� �
���6��$
�!	*	��"��� 3�:�	�� ��*	'� -��
���� �!	*	��"� ���-!����"�
�		�!����!��� ������!���"� ��*	' -��
���� ���!�"� ���-!���

�"�� ��67�� '�+���� ������"�


��%��� 1�1� 0�	�������� ������� �������$ ���	�����
�	������ ������������ 	 ��� � ����
� ��� ������% ����
	�� ����	������ �	�� ��� ���	���� '������� ���	���% ���
��� ����	�����$ ��	�� ����� ������	�$ ����
 	 �����������
	���(!

� #	�	7�6 ,�������'�"� #'�	*'�-	!���� J ��#� �	:�	
#'�!���� ���'�0� � �7� *	��� �#�0�����	�� !���� �	�	'"� *�

��� ��-"!��� ������ ������������ ���#��
���$ ���'�0� ��

-"!����$ ������ ������������ ���� ! ��� ��� !���� ���!�"��
,��������� ��	$� �	���	 ����� @ ������� ������"� �'�!����� �
�����	 ���#��
��	� '��+�'���	� ���'�0�� ��:�	� .������!	�/
�'�!����� �	��':�� �	���	 	��	 ���!�	� ���-!����	��

�%



���� ��&���+
��$ ��� ��
��
���$  
���,�

3!��'����$ ���'�0� A = (aij) ��-"!����$ '	��$���( ����
��������� ���� ! ��� !�� ,������" #	� ���!�	� ����	����6 '�!

�" ���6 .���� aij = 0 #'� i > j/� 8���� ��-"!��� ����6 ���'�0�
������ ������������ ���� !�� �� ����	�����"� ,������" aii 	�

��
�" 	� ���$�

/%�$"�<���� 1�3� 0���������� 
	�������� �������
�	������ �����������% ������ ���� 	 ����� �� ������	�$
����
 ���	��� ������� ���������� ���	�� ���	��� ���������%
�� � 	� 	��$ ����� &�$ ������	�$ ����
�$ ���	��� ��������
��$������ ���	�� ���	��� ���������!

"�
���������	�! )�� ��:�	 #	��-���� 
�	 ! ���#��
��	�
�!��'���	� ���'�0� !�� ���!�"� ,������" ������!"� ��'	�
'��#	�	:��" �� ��� #'�!�� ���!�	� ����	����� 5	��-"!��� ,�	
�����0��� #	 �	��'� ��'	��� 5�$ #�'!	� ��'	�� ,�	 	
�!���	�
<'��#	�	:��� 
�	 ��!�':����� �	��-��	 ��$ #�'!"� k ��'	��
?	��� ��$ ���!�	�	 ,������� akjk

k
� ��'	�� �����G jk � k�
?�� ��� ���!�"� ,������ ak+1,jk+1 k + 1
� ��'	�� .���� 	��
������!�$/ ��	�� ��'	�	 #'�!�� ak,jk

� �	 jk+1 > jk� � #	�	��
jk+1 � k+1� ���� ! k
� ��'	�� ���!�"� ,������ ���	����$ ��'	

�	 #'�!�� ���!�	� ����	����� ���� jk � k + 1� �	 jk+1 � k + 2�
���� � ! �����67�� ��'	�� ���!�"� ,������ ���:� '��#	�	:��
#'�!�� ���!�	� ����	�����

/%�$"�<���� 1�2� 0���������� 	�� 
	�������� ������
�� ��
� �	������ ������ ����������� ��������% ��
� 	 ���
��������� ����
� ����	��!

5����!������	� �	�����	 #'���	:���6 ��2� ���#��
��"� !��
$!�$���$ �'���	���	� ���'�0��� ���� 	�� �� 	��-"!����$ ��'	

�	 �'���	���	�� �	 ��
���$ � ���	�	'	� ��'	�� �� ���!�	� ���

�	���� ��	$� ����� � #	�	�� #	�����$$ ��'	�� ����!�$�
�
��"!�$� 
�	 #'� ,�������'�"� #'�	*'�-	!���$� �!	���!	

	#'��������$ ���'�0" *"�� ��� �� *"�� '�!�"� ���6 �	�'�

�$���$� �" #	��
���

�"�$��&�� 1�0� 3����������� ������� ��	�� ��� 	 ���
� ����
� ��� ������% ���� 	 �� ����������� 	��� �������
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����	�� ����
�! 3����������� ������� ������� �� ���� 	
��� � ����
� ��� ������% ���� �� ����������� 	�� �	������
������ ����������� ��������!

�"�$��&�� 1�7� ��	��������� 
	������� ������� �
����&� �����������$ ����
����	���� ��� ����
��� �����
���	���� 
 	���

E =

⎛
⎜⎝

1 . . . 0
!!!

! ! !
!!!

0 . . . 1

⎞
⎟⎠

'��
�� ������� ����	����� ���������(!

"�
���������	�! �	�����	 ������!�6 ��% ��!"'	:�����$
�!��'����$ ���'�0� #'�!	����$ � ��'	�	 �'���	���	�� !����
<	��	���� ���!�"�� ,��������� ! ��'	�	 �'���	���	� ���'�

0� $!�$6��$ !�� ����	�����"� ,������"� �	 #'�!��$ �� � �����	
���#��
��	�� !���� �" #	��
�� ����	������6 ���'�0� � ����

��!"�� ,��������� �� ���!�	� ����	����� 5��$ ��#�'� ��:��6
��'	�� �� �		�!����!�67�� ����	�����"� ,������ .,�������'

�"� #'�	*'�-	!���$ �'�����	 ��#�/� �" #	��
��� �����
��6
���'�0��

��-� .������$ �������������� ��
��
���$
����� � ����$��% &�
�����$

3!��'���	� �" ��-"!��� ������� ������"� �'�!������ !
�	�	'	� 
���	 �'�!����� '�!�	 
���� ���-!����"�G⎧⎨

⎩
a11x1 + . . . + a1nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + . . . + annxn = bn,

.���/

���� ���'�0� �	�	'	� A = (aij) �!��'����$�


��%��� 1�9 =���%��� �%���%�>� .	�������� �������
�������$ ���	����� �	������ ������������ 	 ��� � ����
�
��� ������% ���� ������������ �� ������� 
�����������	 ��
��	�� 4!
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"�
���������	�! ;����	�'�� �!��'����6 ������� .���/�
<���� |A| �= 0� ?	��� �	�����	 ������!�6 ��1 '��+�'����6

���'�0� ������" �	:�	 #'�!���� � !���⎛
⎜⎝

1 . . . 0
���
� � �

���
0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣
b̃1

���

b̃n

⎞
⎟⎠ .��2/

�� �		�!����!���	� ���#��
���$ ������� *���� ����� !��⎧⎨
⎩

x1 = b̃1,
. . . . . . . . .

xn = b̃n.

����	!������	� ������� .���/ ����� ������!���	� '�+����

(̃b1, . . . , b̃n)�
<���� |A| = 0� ?	��� �	�����	 ������!�6 ��% '��+�'����$

���'�0� ������" #'�!	����$ � !���� ! �	�	'	� ���'�0� �	,�

��0����	! ����� �	�$ *" 	��� ����!�6 ��'	��� <	,�	�� �����

�� .���/ ��*	 ���	!������ .���� ! ���#��
��	� ������� �����

�$ K,�-	��
���	�L �'�!�����/� ��*	 �	!������� �	 ��	#'��������
#	��	���� 
���	 ���!�"� ���-!����"� ����+� n�

�"�$��&�� 1�6� 3��������� 
	�������� ������� ������
��$ ���	����� ����� ������	�� ��/���� 	 ��� � ����
� ���
������% ���� ������������ �� ������� ��	�� ��� !

"�
���������	�! 5����!������	� 	��	'	���$ ������� !�����
�	!������ � ����
�� ������!	�	 '�+���$ 	-��
���� 
�	 	��
��	#'�������� �	�����	 ��	'��� 3'���'�� ,�	 ����� ����	 !
�	� � �	���	 �	� ���
��� ���� 	#'��������� ���'�0" '�!�� ��

�6�


��%��� 1�: = �%�!"' �%���%�>� +���� ������������
������� A 
	�������� ������� .���/ �� ��	�� 4! #	���� 	����
����������� �������

Ai =

⎛
⎝ a11 . . . a1,i−1 b1 a1,i+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,i−1 bn an,i+1 . . . ann

⎞
⎠ ,

�=



��� i = 1, . . . , n! 5���� ������	����� ��/���� ������� .���/
�������� ���������6

x1 =
|A1|
|A| , . . . , xn =

|An|
|A| .

"�
���������	�! ���� ��� ��'	���� '��+�'���	� ���'�0"
#'	�-!���� 	��	 ,�������'�	� #'�	*'�-	!���� � ��$ #'�	*

'�-	!���	� '��+�'���	� ���'�0" '����	�'��� �		�!����!�6

7�� ���'�0" A′, A′

1, . . . , A
′
n� �	 ��*	 .#'� #'�	*'�-	!���� J

��#�/ !�� 	#'��������� �� �-���$6��$G |A′| = |A|, |Ai| = |Ai|�
��*	 !�� 	#'��������� ���	:�6��$ �� 	��	 � �	:� 
���	G
|A′| = c|A|, |Ai| = c|Ai|� ��� c = −1 #'� #'�	*'�-	!���� JJ ��#� �
cH ���	�	'	� ������!	� 
���	 #'� #'�	*'�-	!���� JJJ ��#�� <	


,�	�� #'� �6*	� ,�������'�	� #'�	*'�-	!���� 	��	+���$ |Ai|
|A|

�� �-���$6��$� � #	�	7�6 #	����	!������	��� ,�������'�"�
#'�	*'�-	!���� #'�!���� '��+�'����6 ���'�0� ������" � !�

�� .��2/� ?	��� '�+����� ������" .���/ *���� x1 = (̃b1, . . . , b̃n)� �
�'��	� ��	'	�"� ��#�'� ���'�0� �	,���0����	! ���� �����


��$ ���'�0� E� � !�#	�	�������"� ���'�0" Ãi ���6� !��

Ãi =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 . . . 0 b̃1 0 . . . 0
���
� � �

���
���

���
� � �

���

0 . . . 1 b̃i−1 0 . . . 0
0 . . . 0 b̃i 0 . . . 0
0 . . . 0 b̃i+1 1 . . . 0
���
� � �

���
���

���
� � �

���

0 . . . 0 b̃n 0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

)�#	�'����!���	 �- 	#'�������$ 	#'��������$ #	��
���
|Ãi| = b̃i� ����	!������	� ��$ !�$�	�	 i = 1, . . . , n

|Ai|
|A| =

|Ãi|
|E| = b̃i.

�(



���� /�&��� ���
(
�������� ����� � � 0��#
 &� .�
 ��
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���,� � ��&���+
�� & ���&

����� 1�.;� +���� ���� ���������� ������� �� r ���	���
��� � r+1 ����	������ � �������� 
�����������	 B �������
r × (r + 1)! 3
������� ����� Mj , j = 1, . . . , r + 1% ����� ����
���� B% ���������� 	����
�	����� j��� ����
��! 5���� ��
��
(x1, . . . , xr)% ��� xj = (−1)j−1Mj% �	������ ��/����� ������
�������!

"�
���������	�! ;�-������ #	�����	!�� ,��� -��
���� ���-


!����"� ! i
� �'�!�����
r+1∑
j=1

(−1)j−1aijMj '�!�� ���6� ��� ���

��!�$ 
���� #'�����!�$�� �	*	� '�-�	:���� #	 �
� ��'	�� 	#'�

�������$ ���'�0" #	'$��� r + 1� #	��
���	� �- ���'�0" B
�	*�!������ ! ��
���!� #�'!	� ��'	�� �� i
� ��'	���

/%�$"�<���� 1�..� +���� ���� �����	������ ����������
������� �������$ ���	����� � �������� 
�����������	 A%
� ����� M 7 ��
������ ����� �����
� r ������� A% ��
��
��� M �= 0% � 	��
�� ����� �����
� r + 1% ���������� ��
�	�
������ 
 M ����� ����
� � ������ ����
�� '��
�� ������
����	� � �
����� &���( ��	�� ��� ! -��� ����� ����	����
��$ n 
���/� r% �� ������� ����� ������	�� ��/����!

"�
���������	�! <�'����!�$$ �'�!����$ � �-���$$ ����'�

0�6 ���-!����"�� �	:�� �
������ 
�	 ���	' M ���	����$
! ��:��� ��!	� ���� ���'�0" A� <���� B H ���'�0� '�-

��'� r × (r + 1)� �	���!�����$ �� ,������	! #	������� r
��'	� � #�'!"� r + 1 ��	�*0	! ���'�0" A�  *	-��
�� 
�'�-
Mj , j = 1, . . . , r + 1� ���	' ���'�0" B� #	��
���"� !"
�'��

!����� j
�	 ��	�*0�� <	��:��� 
�	

xj = (−1)j−1Mj , j = 1, . . . , r + 1,

xr+2 = . . . = xn = 0
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���� '�+���� ����	� ������" .,�	 '�+���� ������!	�� ��� ���
Mr+1 = M �= 0/� ?	� 
�	 #'� ,��� -��
���$� ���-!����"� ��	

!���!	'$6��$ #	������� r �'�!������ �	���!�$�� �	��':����
����" ����� @�$�	� �'��	� �'�!����� ������" ���:� ��	!��


�!	'$���$� ��� ���
r+1∑
j=1

(−1)j−1aijMij ! ,�	� ���
�� #'�����!�$��

�	*	� '�-�	:���� #	 #�'!	� ��'	�� ���	'� ���'�0" A� #	��


���	�	 �	*�!������ � M i
� ��'	�� � r + 1
�	 ��	�*0�� >�	�
���	' #	 ���	!�6 '�!�� ���6�

"�
���������	� ������� .������! <���� ���� �!��'����$
������� ������"� �'�!����� � ���'�0�� �	,���0����	! A �
��	�*0	� �!	*	��"� 
���	! b = (b1, . . . , bn)T �
<���� detA = 0� )�:�	 #	��-���� 
�	 ���� ������� �����

'�+����� �	 	�	 �� ������!���	�� >�	 '�!�	�����	 �	��� 
�	 �	

	�!����!�67�$ 	��	'	���$ ������� ����� ������!	� '�+�����
9 ,�	 ������� �- #'���	:���$ ����G ! ��
���!� M ���	 !-$��
���	' ���*	��+��	 #	'$���� 	���
�"� 	� ���$I #	 ���	!�6�
��	 #	'$�	� r < n�
<���� detA �= 0� ;����	�'�� 	��	'	���6 �������⎧⎨

⎩
a11x1 + . . . + a1nxn − b1xn+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + . . . + annxn − bnxn+1 = 0.

��7���!	!���� '�+���$ ���	��	� ������" '�!�	�����	 ��7�

��!	!���6 '�+���$ ,�	� 	��	'	��	� ������" � xn+1 �= 0� )	
���	� '�+���� ��7���!��� �	�����	 ����� ����� ��� ���Mn+1 =
detA �= 0�
<���� ��#�'� x = (x1, . . . , xn)T H #'	�-!	���	� '�+���� ���


�	� ������"� ���� x1a1 + . . . + xnan = b� ��� aj 	*	-��
��� j
�
��	�*�0 ���'�0" A� <���� Δj 	*	-��
��� 	#'��������� ���'�

0"� #	��
���	� -����	� ! ���'�0� A ��	�*0� aj �� ��	�*�0 b�
Δj ���� ����� 	#'����������� �	�	'"� #	��
��" -����	� ! ���

'�0� A ��	�*0� aj �� ��	�*�0 xiai, i = 1, . . . , n� @�� �������"��
�'	�� j
�	� '�!�" �� � j
� '�!�	 (detA)xj � ?���� 	*'�-	�� ��$
�6*	�	 '�+���$ ����	� ������" �����G (detA)xj = Δj � ?��
���"� '�+���� ������!���	 � -������$ �	'������ 3'���'�
xj = Δj

det A �

��
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����	 .��	�*0	! ��� ��'	�/ #	�������$
�������'	!����$ �	!	��#�	��� !���	'	!� ���� ������� �	:�� �	
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�"�� ,��������� ������"� ���� �������" '�-�"�� ����������
@�$�	� ��	:���!	 !���	'	! �	:�� '������'�!����$ ��� �����

�� !���	'	!I ! ,�	� ���
�� ��	:���!	 ������	! ���	����$ !
*�����!�	� �		�!����!�� � '������'�!���"� ��	:���!	� !��

�	'	!� @ 
����	���� �	#�������$ � '����	�'���6 #���	� ��	:�

��!	 !���	'	! .� #���"� ��	:���!	� ������	!/�
�" *���� '������'�!���� ��� #'�!��	� ������" !���	'	!


��	�*0	! �- #'	��'����!� Rn� ;�-������$� !�� ���-���	� ! '�!

�	� ���#��� �	:�	 	������ ���:� � �������� !���	'	!
��'	��
<���� ���� �	��
��$ ������� !���	'	! a = (a1, . . . , as)� ,��

������ 
��
������ λ1a1+. . .+λsas ��-"!����$ �����	��������
���� �	�$ *" 	��� �- �	,���0����	! λi ∈ R 	���
�� 	� ���$� @
#'	��!�	� ���
�� �������$ �	�*���0�$ ��-"!����$ ���	�����
���� ?'�!������$ �������$ �	�*���0�$ �6*	� �	��
�	� �����

�" !���	'	! '�!�� ���6 .���� ����!	�� !���	'�/�

�,%�$�"���� 3�.� 3	��
��$ ������� !���	'	! ��-"!����$
������� ����	������� ���� �	���	 �'�!������$ �������$ �	�

*���0�$ ,�	� ������" '�!�� ���6� 3	��
��$ ������� !���	'	!
��-"!����$ ������� ��	������� ���� ��7���!��� ���'�!������$
�������$ �	�*���0�$ ,�	� ������"� �	�	'�$ '�!�� ���6�

?���� 	*'�-	�� ���� ���� ������� !��	'	! a = (a1, . . . , as)�
�	 ,�� ������� ������	 -�!������ ���� ��7���!�6� 
�

��� λ1, . . . , λs ∈ R� �� !�� '�!�"� ���6� ����� 
�	

��



λ1a1 + . . . + λsas = 0� ������� ? ������	 ��-�!������ ���� �-
�	�	� 
�	 ��$ ���	�	
�	 ��*	'� �	,���0����	! λ1, . . . λs ∈ R

�������$ �	�*���0�$ λ1a1 + . . . + λsas = 0 �������� 
�	 !�� 
�

��� λ1, . . . , λs '�!�" ��

@ �		�!����!�� � ,��� 	#'��������� #����$ ������� !��

�	'	! ������	 ��-�!������ 5�$ ����		*'�-�$ �	'����'	!	�
��	*�	 �
������ 
�	 #����$ ������� !���	'	! 	*������ �'�!�

����	� ������	� �	�*���0���� �	�	'�$ .��� !�$��$ �'�!����

��$ �������$ �	�*���0�$/ '�!�� ��

�	!	'$�� 
�	 !���	' b ∈ Rn ������� 	��������� 
�'�- ��

����� !���	'	! a ⊂ Rn� ���� b #'�����!�$���$ ��� �������$
�	�*���0�$ ���	�	'	� �	��
�	� #	�������" !���	'	! �- ?�
?	� 
�	 !���	' b #'�����!�$���$ ! !��� ������	� �	�*���


0��

λ1a1 + . . . + λsas = b,

	-��
��� 
�	 ��*	' (λ1, . . . , λs) $!�$���$ '�+����� �������"
������"� �'�!������ ! �	�	'	� ��	�*0��� ���'�0" �	,���

0����	! ���:�� !���	'" a1, . . . , as� � ��	�*0	� �!	*	��"� 
��

�	! H !���	' b� ?���� 	*'�-	�� !���	' b ������	 !"'�:����$

�'�- ������� a1, . . . , as ! �	� � �	���	 �	� ���
��� ���� ���

-����$ ������� ������"� �'�!����� �	!�������

5�$ �'���	��� !�$�	� '�!����!	 !���

λ1a1 + . . . + λsas = 0

�" *���� ��-"!��� �������� ������/����� ��:�� !���	'���
������" (a1, . . . , as) � �	,���0������� λ1, . . . , λs� ������!���	�
'�-��
�6��$ ���	������� � �����	������� ������"� �		��	

+���$� )� ,�	� $-"�� �	:�	 ���-���� 
�	 ������	 -�!�����$
������� H ,�	 �������� �	�	'�$ 	*������ ���'�!�����"�� ��

����"�� �		��	+���$��� � ������	 ��-�!�����$ ������� H ,�	
�������� ��$ �	�	'	� ������$ �	���	 �'�!�����	� ������	� �	

	��	+����� )�*	'" �	,���0����	! ��$ ������"� �		��	+�

��� ��:�� !���	'��� (a1, . . . , as) H ,�	 ! �	
�	��� '�+���$
	��	'	��	� ������" ������"� �'�!������ ��	�*0��� ���'�

0" �	�	'	� ���:�� !���	'" a1, . . . , as� ?���� 	*'�-	�� �����

�� (a1, . . . , as) ������	 -�!����� ! �	� � �	���	 �	� ���
���
���� ���-����$ 	��	'	���$ ������� ������"� �'�!����� ���


�2



�� ������!	� '�+����� @ 
����	��� �" #	��
��� �����67�6
��	'���G


��%��� 3�1 =�%���%�� %�&����&� �,%�$�"���"8 �!�
"@>� "�� 
	�������� ������� A ����� &�� ����	�� ��	���
������6

8! detA = 09

:! ������� ����
��	 ������� M ������� ��	�����9

;! ������� ����
 ������� A ������� ��	�����!

"�
���������	�! 5����!������	� �	�����	 ������!�6 ��= ��	

'��" 3'���'�� ���	!�� detA = 0 '�!�	�����	 �	��� 
�	 	��	

'	���$ ������� ������"� �'�!����� � ���'�0�� M ����� ����

��!	� '�+����� � #	������� ���	!��� �	�����	 #'��"��7����
'�!�	�����	 �	��� 
�	 ������� ��	�*0	! ���'�0" A ������	
-�!������ ;�!�	�����	��� ���	!�� �/ � 2/ ������� �- '�!�	����

�	��� ���	!�� �/ � �/ ��$ �'���#	��'	!���	� ���'�0" AT �

��	'����'��� '$� �!	���! #	�$��$ ������	� -�!����	���
!���	'	!�

/%�$"�<���� 3�3� 0������ 	�����	 (a1, . . . , as) �������
��	����� 	 ��� � ����
� ��� ������% ���� $��� 
� ���� ��
�� 	�
����	 ������� 	��������� ����� ���������!

/%�$"�<���� 3�2� , 
�� ���������� ������� ����	����
��� ������� ������� ����	�����! -��� ��
������ ���������
�� ������ 
������� ������� 	�
����	 ������� ��	�����% ��
� 	�� ��� ������� ������� ��	�����!

<���� ���� ������� n
��'�"� !���	'	! (a1, . . . , as)� �������
(a′

1, . . . , a
′
s) (n − r)
��'�"� !���	'	!� �	�	'"� #	��
�6��$ �-

!���	'	! a1, . . . , as !"
�'��!����� r �	�#	���� � 	����� � ����
:� �	��'��� i1, . . . , ir� *���� ��-"!��� �
��������� ������	�
!���	'	!�

/%�$"�<���� 3�0� -��� ������ ������� 	�
����	 ������
�� ��	�����% �� � � 
�� �� �
��������� ������� ������� ���
	�����! -��� ��
������ �
��������� ������� ������� ����	��
����% �� � ������ ������� ������� ����	�����!

��



/%�$"�<���� 3�7� +���� ������� 	�
����	 (a1, . . . , as)
������� ����	�����% � ������� (a1, . . . , as, b) ������� ��	��
����! 5���� 	�
��� b ������� 	��������� ����� �������
(a1, . . . , as)!
<���� a � b H �!� ������" !���	'	! �- Rn .�	��
�"� ���

*���	��
�"�/� 8���� �	!	'���� 
�	 ������� b ������� 	������
���� 
�'�- ������� a� ���� !�$��� !���	' ������" b ������	
!"'�:����$ 
�'�- ������� a�


��%��� 3�9 =����&��8 "���� � "������� 5�&������
���>� +���� ������� 	�
����	 (b1, . . . , br) ������� ����	�����
� ������� 	��������� ����� ������� (a1, . . . , as)! 5���� r � s!

"������ ���	���% ������� ����	����� ������� ������
	������� ����� �������% �������&� ����/�� 
�������	�
	�
����	!

"�
���������	�! )�:�	 �	��-���� 
�	 ���� ������� (b1, . . . , br)
������	 !"'�:����$ 
�'�- ������� (a1, . . . ,as) � r > s� �	 �����

�� (b1, . . . ,br) ������	 -�!������ 5�$ ,�	�	 ��:�	 �����	!���
��7���!	!���� ���'�!�����	�	 �		��	+���$

λ1b1 + . . . + λrbr = 0 .2��/

C�����	 !"'�:�$� �	�����	 ���	!�6� !���	'" b1, . . . , br 
�'�-
������� (a1, . . . ,as)G

b1 = a11a1 + . . . + as1as,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
br = a1ra1 + . . . + asras

� #	����!�$$ ,�� !"'�:���$ ! �		��	+���� .2��/� �" #	��� #�

'��'�##�'	!�� �������"� #	��
��� �		��	+����G

(a11λ1 + a12λ2 + . . . + a1rλr) a1 + . . . +

+(as1λ1 + as2λ2 + . . . + asrλr) as = 0.

5�$ !"#	�����$ #	�������	 �		��	+���$ �	����	
�	� 
�	*"
��*	' (λ1, . . . ,λr) ��	!���!	'$� 	��	'	��	� ������� ������"�
�'�!�����

a11λ1 + a12λ2 + . . . + a1rλr = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as1λ1 + as2λ2 + . . . + asrλr = 0.

�%



?�� ��� #	 #'��#	�	:���6 
���	 ���-!����"� r ! ,�	� ��

����� *	��+� 
���� �'�!����� s� �	 	�� ����� ������!	� '�

+����� ����	!������	� ��7���!��� ���'�!�����	� �		��	+����
!��� .2��/�

-��� 4
(�� ����� � ��������

�,%�$�"���� 3�6� <������ ������" !���	'	! ��-"!����$
!�$��$ �� �	��
��$ #	��������� �	�	'�$ ������	 ��-�!����� �

�'�- �	�	'�6 ������	 !"'�:����$ !�$ �����$ ��������

@ ,�	� 	#'�������� �����$ ������� !���	'	! �	:�� *"��
�	��
�	� ��� *���	��
�	�� ! 
����	���� �	:�� �	!#����� �	
!��� #'	��'����!	� Rn�


��%��� 3�:� #�� 
����� ������ ������� 	�
����	 ������
��� �����
�	�� 
�������	� 	�
����	! *���� 	�
����	 	 � �

�� ������� ����	������ ���������� ������ ������� 	�
���
��	 �� ���	��$���� ����� 	�
����	 	 �� 
�����!

"�
���������	�! 5	��:�� ���
��� !�	'	� ��!�':������
<���� (b1, . . . , br) H ������	 ��-�!�����$ #	�������� ����	�
������" !���	'	! � (a1, . . . , as) H���	�	'"� �� *�-��� ?	���
������� (b1, . . . , br) ������	 !"'�:����$ 
�'�- (a1, . . . , as)
� �	�����	 	��	!�	� ����� 	 ������	� -�!����	��� r � s�
���� ��#�'� (a1, . . . , ar) � (a′

1, . . . , a′
s) H �!� *�-��� ����	�

������" !���	'	!� �	 �	�����	 #'��"��7��� r � s � s � r�
����	!������	� r = s�

�,%�$�"���� 3�.;� 3	��
��$ #	�������� !���	'	! ����	�
������" !���	'	! ��-"!����$ ��
��������� ������� ����	��
����� #	�������	�� ���� 	�� ������	 ��-�!����� � �� ����-$
!�6
��� �� ! ����6 ��'	�	 *	��+�6 ������	 ��-�!�����6 #	�

������� ����	� ������"� ���� ���� #'� �	*�!����� � ��� �	�$
*" 	��	�	 #'	�-!	���	�	 !���	'� �- ����	� ������" #	��
���

�$ ������	 -�!�����$ #	���������

�1



/%�$"�<���� 3�..� .������� ���������� ������ ������
�� 	�
����	 �	������ �� 
������ 	 ��� � ����
� ��� ������%
���� ��� �������	���� ��
�� ��
�������� ������� ����	����
�� ����������!

"�
���������	�! ?�� ��� �6*	� !���	' ����	� ������" ��

����	 !"'�:����$ 
�'�- *�-��� �	 #'� �	*�!������ � *�-���
�6*	�	 !���	'� ������" #	��
����$ ������	 -�!�����$ #	���

������ <	,�	�� *�-�� $!�$���$ ����������	� ������	 ��-�!�

���	� #	�������	��
 *'���	� #���� (a1, . . . , ar) H �����������$ ������	 ��-�


!�����$ #	�������� � b H #'	�-!	���"� !���	' �- ����	� ��

����"� ���� b ∈ {a1, . . . , ar}� �	 b ������	 !"'�:����$ 
�

'�- (a1, . . . , ar)� ���� b /∈ {a1, . . . , as}� �	 (a1, . . . , ar, b) H ��

����	 -�!�����$ #	�������� � �	�����	 #'���	:���6 2�1 !��

�	' b ������	 !"'�:����$ 
�'�- (a1, . . . , ar)� ����	!������	�
(a1, . . . , ar) H *�-�� ����	� ������" !���	'	!�

)�������� 2���! ����������	��� ������	 ��-�!����	� #	�

������" �	:�	 #	������ ! �!�� '�-�"� #	 �!	��� �	��':�

��6 ��"����G �/ �	�����	 ����	�� !"+� 	#'�������6 �����

�����	��� #	�������$ �� 	
� ���� 6 ����-$ !��6
��� ! ��'	

�	 *	��+�6 ������	 ��-�!�����6 #	��������I �/ ��
�������
����� �� 
�������	� !���	'	! ! #	��������� N��	� 
�	 �����

������$ #	 �	��
���!� !���	'	! ������	 ��-�!�����$ #	���

����� $!�$���$ ����������	� � #	 !��6
���6�  ����	� ! ���

�	� ���
�� !�'�	 � 	*'���	�� #	��	���� !�$��$ �����������$
#	 !��6
���6 ������	 ��-�!�����$ #	�������� $!�$���$ *�-�

�	� �� �	�����	 ��	'��� 2�( �	��':�� ����������	� !	-�	:�	�

���	 !���	'	!�

/%���% 3�.3 =����# &�<�'�>� ;����	�'�� ! ��
���!�
������" !���	'	! !�� #'	��'����!	 Rn � ! ��� �����67�6 #	�

�������G

e1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
0
���
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , e2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
1
���
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , . . . , e3 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
���
1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .
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/%�$"�<���� 3�.2� 0������ (e1, . . . , en) �	������ 
����
��� ����������	� Rn!

"�
���������	�! @�$��� !���	'

x =

⎛
⎜⎝

x1

���
xn

⎞
⎟⎠ ∈ Rn

#'�����!�$���$ ! !��� ������	� �	�*���0�� ������"
(e1, . . . , en)G

x = x1e1 + . . . + xnen

.�	,���0������� ! ,�	� ������	� �	�*���0�� ���:�� �	�#	

����" !���	'� x/�
������� (e1, . . . , en) ������	 ��-�!������ ��� ��� ���� ���	


�	'�$ �� �������$ �	�*���0�$ '�!�� ���6G

λ1e1 + . . . + λnen =

⎛
⎜⎝

λ1

���
λn

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0
���
0

⎞
⎟⎠ ,

�	 !�� �	,���0����" '�!�" ���6G λ1 = . . . = λn = 0�

>�	� *�-�� (e1, . . . , en) �" *���� ��-"!��� ����������� 
��
����� #'	��'����!� Rn�
F- ,�	�	 #'���'�� #'����$$ ��	'��� 2�(� �" #	��
���

/%�$"�<���� 3�.0� #��
�� ������� ����	������ ������
�� 	�
����	 	 Rn �������� �� 
���� ��� n 	�
����	!

/%���% 3�.7 =�%�&��"#�'�>� ���� ������� !���	'	! #�

���$ ��� ���� !�� �� !���	'" '�!�" ���6� �	 *�-��	� ���	� ��

����" $!�$���$ #����$ #	��������� 5����!������	� #����$ ��

����� !���	'	! ������	 ��-�!����� � ����!	� !���	'� ! �		�

!����!�� � #'��$�"� �	���+������ #'�����!�$���$ ��� .�'�!�

�����$/ �������$ �	�*���0�� #���	� ������" !���	'	!�


��%��� 3�.9� , 
�� ������� 	�
����	 	 Rn �
������ 
��
�����! <���� ����% � 
� ������� ����	����� ����������
������ ������� 	�
����	 ����� ��������� �� 
����� 	��� ���
�����!

�=



"�
���������	�! 5	����	
�	 �	��-��� !�	'	� ��!�':������
#	��	���� !�$��$ ������� !���	'	! �	��':�� ������	 ��-�!�

����6 #	�������� .��#'���'� #����6/� <���� ?H #'	�-!	����$
������� !���	'	! ! Rn � -����� ���	�	'�$ �� ������	 ��-�!�

����$ #	�������� (a1, . . . , ak)� ���� ,�� #	�������� �7� �� $!

�$���$ ����������	�� �	 �������$ !���	' ak+1 ∈ a ���	�� 
�	
#	�������� (a1, . . . , ak, ak+1) ������	 ��-�!������ <'	�	�:�$
,�� #'	0���'�� �"� #	��	���� �6*�$ ������	 ��-�!����$ ��

����� !���	'	! ! Rn �	��':�� �� *	��� 
�� n !���	'	!� #	���
�	��
�	�	 
���� +��	! #	��
�� �����������6 ������	 ��-�

!�����6 #	�������� ! ?� ���� *�-���

5���� �7� 	��� ��'����'�-�0�6 *�-��� ������" !���	'	!�

/%�$"�<���� 3�.6� .������� ���������� (a1, . . . , ar) ���
����� 	�
����	 ? �	������ �� 
������ 	 ��� � ����
� 	 ���
������% ���� 	��
�� 	�
��� �� ? ������	����� �
����� ������
�� 	��������� ����� (a1, . . . , ar)!

-�����	������� ��������% ��� ���� ��� ��
������� 	�
�
���� b �������� �	� �������	����� 	 	��� �������� 
��
����
���

b = β1a1 + . . . + βrar, .2��/

b = β′
1a1 + . . . + β′

rar,

�� 	�� 
����������� 	 ���$ �������$ 
��
������$ ��	�����
 �6 β1 = β′

1, . . . , βr = β′
r!

"�
���������	�! <���� (a1, . . . , ar) H *�-�� � �	#������ 
�	
��$ ���	�	'	�	 !���	'� b ∈ a ���6��$ �!� #'�����!����$ .2��/�
@"
���$ ,�� '�!����!� #	
����	� #	��
���G

(β1 − β′
1)a1 + . . . + (βr − β′

r)ar = 0.

?�� ��� ������� a1, . . . , ar ������	 ��-�!������ �	

β1 − β′
1 = . . . = βr − β′

r = 0,

���� #'�����!����� �6*	�	 !���	'� b ∈ a ������!���	�

�(



 *'���	� #'��#	�	:��� 
�	 !���	'" �- ? ������!���"� 	*

'�-	� ������	 !"'�:�6��$ 
�'�- (a1, . . . , ar)� &�	*" �����	

!���� 
�	 #	�������� (a1, . . . , ar) $!�$���$ *�-��	�� ��:�	 #	

��-���� 
�	 	�� ������	 ��-�!������ 5	#������ 
�	 ������$
���	�	'	� ������	� �		��	+����

λ1a1 + . . . + λsas = 0, .2�2/

� '����	�'�� #'�����!����� ���	�	'	�	 !���	'� b ∈ a ! !���

β1a1 + . . . + βrar = b. .2��/

�����"!�$ #	
����	 '�!����!� .2�2/ � .2�2/� #	��
���

(λ1 + β1)a1 + . . . + (λr + βr)as = b. .2�%/

@ ���� ������!���	��� ������	�	 !"'�:���$ ��$ !���	'� b
�- .2��/ � .2�%/ �������� 
�	

β1 = β1 + λ1, . . . , βr = βr + λr,

	����� λ1 = . . . = λr = 0� ?���� 	*'�-	�� #	��������
(a1, . . . , ar) ������	 ��-�!����� �� ����	!������	� $!�$���$ *�

-��	� ������" ?�

 ��	-��
�	 	#'�������"� �	,���0����" ������	�	 !"'�

:���$ !���	'� 
�'�- ����"� *�-�� ��-"!�6��$ ��	 
��������
���� 	��	�������	 ,�	�	 *�-����

-�-� 5������ �
%�6����� ���������� !
(��

����+��$ ����� � ��������

<���� -����� ������� �- s n
��'�"� !���	'	!
��	�*0	!I �	

���!�! �- ,��� ��	�*0	! ���'�0� A '�-��'	� n × s� �" �	:��
����� �
������ 
�	 ��� ���	 ����� *�-�� ������" ��	�*0	! ���

'�0" A� �	�	'"� �" *���� 	*	-��
��� 
�'�- A1, . . . , As� <����
���'�0� A′ #	��
��� �- ���'�0" A ,�������'�"�� #'�	*'�-	

!���$�� ��� ��'	����� ��	�*0" ���'�0" A′ *���� 	*	-��
���

�'�- A′

1, . . . , A′
s�

2�



/%�$"�<���� 3�.:� "�� � 
��� ��
��� ������	
j1, . . . , jk% 1 � k � s% ��
��� 
�����������	 ��� �������$
������/���� ����� ����
���� Aj1 , . . . , Ajk

� ����
����
A′

j1
, . . . , A′

jk
��	���� �% �!�!

λ1Aj1 + . . . + λkAjk
= 0 ⇐⇒ λ1A

′
j1 + . . . + λkA′

jk
= 0.

@ 
����	���� ������� (Aj1 , . . . , Ajk
) ������	 -�!����� .�	


	�!����!���	 ������	 ��-�!������ $!�$���$ *�-��	� ������"
��	�*0	! ���'�0" A/� ���� � �	���	 ���� ������� (A′

j1
, . . . , A′

jk
)

������	 -�!����� .�		�!����!���	 ������	 ��-�!������ $!�$��

�$ *�-��	� ������" ��	�*0	! ���'�0" A′/� ��	�*�0 Ajk+1 ��

����	 !"'�:����$ 
�'�- ��	�*0" Aj1 , . . . , Ajk

� �	,���0�����

�� α1, . . . , αk ! �	� � �	���	 ! �	� ���
��� ���� ��	�*�0 A′

jk+1

������	 !"'�:����$ 
�'�- ��	�*0" A′
j1

, . . . , A′
jk
� ���� :� �	


,���0��������

"�
���������	�! ��	:���!� ��*	'	! �	,���0����	! ��$ ��

����"� �		��	+���� ��:�� Aj1 , . . . , Ajk

� ��:�� A′
j1

, . . . , A′
jk

$!�$6��$ ��	:���!��� '�+���� 	��	'	��"� ������ �����

�"� �'�!����� � ���'�0���� �	���!����"�� �		�!����!���	 �-
��	�*0	! Aj1 , . . . , Ajk

� A′
j1 , . . . , A′

jk
� ?�� ��� ,�� ���'�0" #	


��
�6��$ �'�� �- �'��� ,�������'�"�� #'�	*'�-	!���$�� ���
��'	����� �	 ,�� ������" ������"� �'�!����� ,�!�!������"
� ��	:���!� �� '�+���� �	!#���6�� 9���	��
�	� ��*	'" �	

,���0����	! α1, . . . , αk ��$ ������	�	 !"'�:���$ Ajk+1 
�

'�- Aj1 , . . . , Ajk

.�		�!����!���	 A′
jk+1


�'�- A′
j1

, . . . , A′
jk
/ $!


�$6��$ '�+���$�� ������ ������"� �'�!����� � '��+�'���"

�� ���'�0���� �	���!����"�� �- ��	�*0	! Aj1 , . . . , Ajk

, Ajk+1

� �		�!����!���	 �- A′
j1 , . . . , A′

jk
, A′

jk+1
� >�� ������" �����


�"� �'�!����� ,�!�!������"G ��	:���!� �� '�+���� �	!#���

6��

�")�%��� 3�1;� <'�!���� ���'�0� A ,�������'�"�� #'�

	*'�-	!���$�� ��� ��'	���� � �����	 ���#��
��	�� !���� � -�

��� '�-����� ������!"� ��'	�� �� �� ���!�"� ,������"� <	
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��
�� ���'�0� !���

A′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . . . . . . .
0 1 . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 . . .
0 0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

<���� 
���	 ������!"� ��'	� ,�	� ���'�0" '�!�	 r �
j1, . . . , jr H �	��'� ��	�*0	!� ! �	�	'"� ��	$� ���!�"� ,�����

�" ������!"� ��'	��  �*'��"!�$ #	������� n− r ����!"� �	�

#	���� ��	�*0	!� �	�	'"� �� �� 
�	 �� !��$6�� �" �	:�� '��

����'�!��� ��	�*0" ���'�0" A′ ��� r
��'�"� !���	'"� ��	�*

0" � �	��'��� j1, . . . , jr ���6� !��

A′
j1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
0
���
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , A′

j2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
1
���
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , . . . , A′

jr
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
���
1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

���� �	���!�$6� ������'��"� *�-�� #'	��'����!� r
��'�"�
��	�*0	!� ����	!������	� 	�� 	*'�-�6� ���:� *�-�� ������"
��	�*0	! ���'�0" A′ � j
� ��	�*�0 ���'�0" A′

A′
j =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a′
1j

a′
2j
���

a′
rj

⎞
⎟⎟⎟⎠

������	 !"'�:����$ 
�'�- ,�	� *�-�� � �	,���0�������
a′
1j , a′

2j
, . . . , a′

rjG

A′
j = a′

1jA
′
j1 + a′

2jA
′
j2 + . . . + a′

rjA
′
jr

.

@	-!'�7�$�� � ����	� ���'�0�� �" #	��
���� 
�	 �� ��	�*0"
� ���� :� �	��'��� Aj1 , . . . , Ajr 	*'�-�6� *�-�� �� ������"
��	�*0	! � j
� ��	�*�0 Aj ���'�0" A ������	 !"'�:����$ 
�

'�- ,�	� *�-�� � ���� :� �	,���0�������G

Aj = a′
1jAj1 + a′

2jAj2 + . . . + a′
rjAjr .

2�



)�������� 2���! 8�-��� �	�	'"� ���	��� ,�	� ���	'���� -�

!���� 	� ����'�0�� !���	'	! ! �������G �� ��:�	� +��� #	

��'	���$ ����������	� ������	 ��-�!����	� #	�������" 	�
!"*�'��� !���	' � �������+�� !	-�	:�"� �	��'	��

-��� 7
�� ����� � ��������

�,%�$�"���� 3�11� =����� ������" !���	'	! ��-"!����$

���	 !���	'	! ! �6*	� *�-��� ,�	� ������"�

;��� ������" !���	'	! a 	*	-��
����$ 
�'�- rk (a)� �����

67�� #'���	:���� 	
�!���	G

/%�$"�<���� 3�13� =��� � 
�� ������� 	�
����	 �� ����
	��$���� ����� 	�
����	 	 �������! =��� ��	�� ����� 	�
���	
�������% ���� � ����
� ���� ������� ������� ����	������!
=��� ������� ��	�� 4% ���� � ����
� ���� ������� ������
��� 	�� �� 	�
���� ��	�� ��� !

/%�$"�<���� 3�12� -��� ������� b ������� 	���������
����� ������� a% �� rk (b) � rk (a)

"�
���������	�! <���� rk (a) = s, rk (b) = r, (a1, . . . , as) H *�

-�� ������" a� (b1, . . . , br) H *�-�� ������" b� ?	��� �������
(b1, . . . , br) ������	 !"'�:����$ 
�'�- ������� (a1, . . . , as) �� �	

�����	 	��	!�	� ����� 	 ������	� -�!����	��� .��	'��� 2�4/�
r � s.

5!� ������" !���	'	! ! Rn ��-"!�6��$ �
	�	����������
���� ��:��$ �- ��� ������	 !"'�:����$ 
�'�- �'���6� )�#'�

��'� !�$��$ ������� !���	'	! ,�!�!������� �6*	�� �!	��� *�

-���� F- #'��#	�	:���$ 2��� #	��
���

/%�$"�<���� 3�10� >
	�	�������� ������� 	�
����	
��� � �����
�	�� ����!

 *'���	�� '�-������$� ��!�'�	�  ����	 ����� ����	

/%�$"�<���� 3�17� -��� ������� 	�
����	 b �������
	��������� ����� ������� a '	 ���������% ���� b ���������
�� 	 a( � rk (a) = rk (b)% �� ������� � b �
	�	�������!
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"�
���������	�! <���� r = rk (a) = rk (b)� ;����	�'�� �����

�� c = a ∪ b ������" ?� A ,�!�!������"� � #	�	�� rk (c) =
rk (a) = r� <���� (b1, . . . , br) H *�-�� ������" B� ?�� ���
rk (c) = r� �	 (b1, . . . , br) H �����������$ ������	 ��-�!�����$
#	�������� ! A� ���� *�-�� ������" A� ?���� 	*'�-	�� ��:�"�
!���	' ������" A� ! �	� 
���� ��:�"� !���	' ������" ?� ��

����	 !"'�:����$ 
�'�- !���	'" b1, . . . , br �� ����	!������	�
������" ? � B ,�!�!������"�

;��� ������" !���	'	! 	*������ �!	���!	� ����������	���G
	� '�!�� ���*	��+��� 
���� !���	'	! ! ������	 ��-�!����"�
#	��������� '������'�!���	� ������"� �����67�� #'���	:�

��� ���� ���	�	'	� �!	���!	 ���������	��� '����G

/%�$"�<���� 3�19� =��� ������� 	�
����	 a ⊂ Rn ���
	�� �������/��� ����� 	�
����	 	 ����������$ ���������
��	� Rn% ����� 
������ ������� ? ������� 	���������!

"�
���������	�! <���� rk (a) = r� � 	��	� ��	'	�"� ������� ?
������	 !"'�:����$ 
�'�- �!	� *�-��� �	�	'"� �	��':�� r !��

�	'	!� � �'��	� ��	'	�"� ���� ������� ? ������	 !"'�:����$

�'�- ����6
�	 ������� !���	'	! (b1, . . . , bs) ⊂ Rn� �	��':�

7�6 s !���	'	!� �	� �	�����	 #'���	:���$� 2��2 � 2���� r � s�
?���� 	*'�-	�� ������� ? �	:�	 ������	 !"'�-��� 
�'�- r !��

�	'	! � ����-$ ������	 !"'�-��� 
�'�- ����+�� 
���	 !���	

'	!�

-�8� 9��������
����
 � Rn

�,%�$�"���� 3�16� <	���	:���!	 L ⊂ Rn ��-"!����$ ����
����������	��� ���� 	�	 ��	!���!	'$�� �����67�� ���	!�$�G

�/ L �= ∅I

�/ ���� a, b ∈ L� �	 a + b ∈ LI

2/ ���� a ∈ L� �	 λa ∈ L ∀λ ∈ R�

2�



@�$�	� #	�#'	��'����!	 �	��':�� ����!	� !���	'� ��� ����
!-$! ! ���	!�� 2/ λ = 0� #	��
���G 0 = 0a ∈ L� �	:�	 ����
,�!�!������	� 	#'��������G #	�#'	��'����!	� ��-"!����$ ��

�	� #	���	:���!	 L ∈ Rn� �	�	'	� !����� � ��:�	� �!	�� #	�

������	� a1, . . . , as ∈ L �	��':�� �6*�6 �� �������6 �	�*�

��0�6� ?'�!�����"�� #'���'��� #	�#'	��'����! ���:�� !��
#'	��'����!	 Rn � ����!	� #	�#'	��'����!	� �	��	$7�� �	���	
�- ����!	�	 !���	'�� F-!����"� �!	���!� ��	:���! '�+���� 	�

�	'	��"� ������ ������"� �'�!����� 	-��
�6� ! �	
�	���� 
�	
����� ��	:���!� $!�$6��$ #	�#'	��'����!����  *'���	� ����
��	:���!	 '�+���� ������" ������"� �'�!����� #'�����!�$O�
�	*	� #	�#'	��'����!	� �	 ,�� ������� 	��	'	���$ .��� ��� ��

��!	� !���	' $!�$���$ '�+�����/�

�,%�$�"���� 3�1:� ,������� �
����
�� ������� 	�
���
��	 a ⊆ Rn ��-"!����$ ��	:���!	 !��� ��� !���	'	! �- Rn�
�	�	'"� #'�����!�$6��$ ! !��� ������"� �	�*���0�� !���	

'	! �- ?� C������$ 	*	�	
�� ������" ? 	*	-��
����$ 
�'�- 〈a〉�
���� ? H �	��
��$ ������� (a1, . . . , as)� �	 �� �������$ 	*	�	


�� 	*	-��
����$ 
�'�- 〈a1, . . . , as〉 � �	��	�� �- !��!	-�	:�"�
������"� �	�*���0�� λ1a1 + . . . + λsas� @ �����67�� #'���	

:���� �	*'�� '$� ��!�':������ ��:�	� �- �	�	'"� ��#	�'��

��!���	 !"������ �- �		�!����!�67�� 	#'���������

/%�$"�<���� 3�3;� �( ,������� �
����
� � 
�� ���
����� 	�
����	 �	������ �������������	��!


( #��
�� �������������	� �	������ �������� �
����
��
� 
��� �	���� 
�����!

	( #�� 	�
���� ������� ? ����������� 	 �� �������� �
��
���
� 〈a〉!
.���� !�� !���	'" ������" ? �	��':���$ ! #	�#'	��'��

��!� L� �	 〈a〉 ⊆ LI ����	!������	� �������$ 	*	�	
�� H
,�	 �������+�� #	�#'	��'����!	� �	��':�7�� !�� !���	

'" '������'�!���	� ������"�/

�( ?���	��% ��� ������� B ������� 	��������� ����� ���
����� ?% ��	�������� ����% ��� 〈b〉 ⊆ 〈a〉!

�( "	� ������� 	�
����	 �
	�	������� 	 ��� � ����
�
��� ������% ���� �$ �������� �
����
� ��	���� �!

2%



���� ������� !���	'	! #'�����!�$�� �	*	� #	�#'	��'����!	�
�	 !����	 ��'���� K'��� #	�#'	��'����!�L #'��$�	 �#	�'�*

�$�� ��'��� ����������� �������������	�� ;�-��'�	��� #	�

#'	��'����!� L 	*	-��
����$ 
�'�- dim L� 3�� *"�	 �����	!��

�	 .#'���	:���� 2���/� dim Rn = n� <	��	����� #	 	#'�������6
������	� 	*	�	
��� �6*�$ ������� !���	'	! ,�!�!������� �!	

�� ������	� 	*	�	
��� #	��
���

/%�$"�<���� 3�3.� "�� 	��
�� ������� 	�
����	 a ⊆ Rn

dim 〈a〉 = rk (a).

-�:� 4
(�� � �
( ������� ���������
����

��"���$ ���������$ ����� � ����$��% &�
�#
����$

<���� ���� 	��	'	���$ ������� ������"� �'�!����� � n
���-!����"�� x1, . . . , xn�  *	-��
�� 
�'�- L �� #	�#'	��'��

��!	 '�+����� ���� ������� ����� �	���	 ����!	� '�+����� ����
L = 0� �	 *�-��	� L $!�$���$ #����$ ������� !���	'	!� ����
������� ����� ������!"� '�+���$� �	 ���-!����"� '�-���$6�

�$ �� ���!�"� � �!	*	��"� � ��:�	�� ��*	'� -��
���� �!	*	�

�"� ���-!����"� �		�!����!��� ������!���	� '�+���� ������"�
5�$ �#'	7���$ 	*	-��
���� *���� �
������ 
�	 ���!�"�� ���-

!����"�� $!�$6��$ x1, . . . , xr .�� 
���	 r '�!�	� ��� �" -�����

���� ������!"� ��'	� ! ���#��
��	� !��� ���'�0" ������"/�
� xr+1, . . . , xn H �!	*	��"� ���-!����"� .�� 
���	 '�!�	 n−r/�
�" �	��� #	��'	��� *�-�� #	�#'	��'����!� '�+���� L� ���� ��

*	' '�+����� �	�	'"� ������	 ��-�!���� � 
�'�- �	�	'"� !"

'�:�6��$ !�� '�+���$ ������"� 5�$ ,�	�	 #'����� -��
���$
�!	*	��"� ���-!����"� ���� ��� ,�	 ���-��	 ! ��*��0� ��:��
���	��� -��
���$ ���!�"� ���-!����"� � -�#��"!��� #	��
�!

+���$ '�+���$ ! !��� !���	'	!
��'	�G

U1 =
U2 =

Un−r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 . . . xr xr+1 xr+2 . . . xn

a11 . . . a1r 1 0 . . . 0
a21 . . . a2r 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−r,1 . . . an−r,r 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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/%�$"�<���� 3�31� 0������ ��/����

(u1, . . . , un−r)

�	������ 
������ �������������	� ��/����! =����������
�������������	� ��/���� ��	�� n−r% ��� n 7 ����� ����	����
��$% r 7 ����� ������	�$ ����
 	 ����������� 	��� �������
�������!

"�
���������	�! ������� ��'	� (u1, . . . , un−r) ������	 ��-�

!������ #	��	���� ��	'	
����$ �������� ! �	�	'	� ��'	��
�	���!���" �- -��
���� �!	*	��"� ���-!����"� .��� #'��

�	:���� 2�%/� $!�$���$ ������	 ��-�!����	�� <	��:���

�	 �6*	� '�+���� ������	 !"'�:����$ 
�'�- �������
(u1, . . . , un−r). <���� u ∈ L H �6*	� '�+����� u =
(a1, . . . , ar, ar+1, ar+2, . . . , an). ?�� ��� ��	:���!	 '�+�

��� L H #	�#'	��'����!	� �	 !���	' u′ = ar+1u1 + ar+2u2 +
. . . + anun−r ���:� $!�$���$ '�+������ �" !����� 
�	 ! u′

�!	*	��"� ���-!����"� #'�����6� �O :� -��
���$� 
�	 � ! '�

+���� u� )	 ����� �!� '�+���$ �	�:�" �	!#������ ���� u = u′

#'�����!�$���$ ��� �������$ �	�*���0�$ #	��'	���	� ������"
'�+����� ����	!������	� (u1, . . . , un−r) H *�-�� L � dim L =
n − r�

)�������� 2�22! ?��	� :� '����:����� #	��-"!���� 
�	 *�

-��	� #	�#'	��'����!� '�+���� ���:�� �6*�$ ������� '�+�

���� ��$ �	�	'	� ��	'	
����$ �������� �	���!�����$ �- -��
�

��� �!	*	��"� ���-!����"�� $!�$���$ *�-��	� ! #'	��'����!�
!��� (n − r)
��'�"� !���	'	!�
8�-�� #	�#'	��'����!� '�+���� 	��	'	��	� ������" �����


�"� �'�!����� #'��$�	 ���:� ��-"!��� ��������������� ���
������ ��/���� ,�	� ������" �'�!������ <	�
�'����� 
�	 ,�	
#	�$��� !!	����$ �	���	 ��� ���������$ �������$ �������
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��� ����	��� 
	� �	����	��

���� ���6����  
���, � & ��6���� �
 ��
#
���

��	:���� 	#'������	 �	���	 ��$ ���'�0 	�����	!	�	 '�-

��'�� ���� A = (aij) � B = (bij) H �!� ���'�0" '�-��'� m×n�
�	 �� ����� A + B� #	 	#'�������6� ���� ���'�0�� ! �	�	'	�
�� #�'���
���� i
	� ��'	�� � j
�	 ��	�*0� ���	����$ ,������
aij + bij � ���� A + B = (aij + bij)� +����	������ λA �������
A = (aij) �� �
���� λ ∈ R ����� #	 	#'�������6� ���'�0�� !
�	�	'	� �� #�'���
���� i
	� ��'	�� � j
�	 ��	�*0� ���	����$
,������ λaij � ���� λA = (λaij)� ?���� 	*'�-	�� �� ��	:���!�
Mm×n(R) !��� ���'�0 '�-��'� m×n 	#'������" �!� 	#�'�0��G
!���'���$$ H ��	:���� � !��+�$$ H ���	:���� �� ����$'�
)�#	�'����!���	 �- 	#'�������$ ,��� 	#�'�0�� !���	� 
�	 	��
	*����6� �����67��� �!	���!���G

�/ (A + B) + C = A + (B + C) ∀A, B, C ∈ Mm×n(R)I

�/ ∃ 0 ∈ Mm×n(R) : ∀A ∈ Mm×n(R) 0 + A = A + 0 = A
.� H ,�	 ���'�0�� � �	�	'	� !�� ,������" '�!�" �/I

2/ ∀A ∈ Mm×n(R) ∃ −A ∈ Mm×n(R) :
A + (−A) = (−A) + A = 0
.���� A = (aij)� �	 −A ���� ���'�0� (−aij)/I

�/ A + B = B + A ∀A, B ∈ Mm×n(R)I

%/ λ(A + B) = λA + λB ∀A, B ∈ Mm×n(R), λ ∈ R

1/ (λ + μ)A = λA + μA ∀A ∈ Mm×n(R), λ, μ ∈ RI

4/ (λμ)A = λ(μA) ∀A ∈ Mm×n(R), λ, μ ∈ RI

=/ 1 A = A ∀A ∈ Mm×n(R)�

2=



F- ,��� !	���� 	��	!�"� �!	���! ��� ��#	�'����!���	 �-
	#'�������$ �	:�	 !"!���� ���:� �����67�� �!	���!�G

0 A = 0 ∀A ∈ Mm×n(R)
.���!� � H ����$'� �#'�!� � H ���'�0�/I

λ 0 = 0 ∀λ ∈ R .� �#'�!� � ���!� ,�	 ���'�0�/I

−(λA) = (−λ)A ∀A ∈ Mm×n(R), λ ∈ R�

@!��$� ��� 	*"
�	� 	#�'�0�6 	�������� ������

A − B = A + (−B),

*���� ����� �����67�� �!	���!�G

λ(A − B) = λA − λB ∀A, B ∈ Mm×n(R), λ ∈ RI

(λ − μ)A = λA − μA ∀A ∈ Mm×n(R), λ, μ ∈ R�

 ������� 
�	 !"#	������ �!	���! �/P�/ 	-��
���� 
�	 ��	

:���!	 Mm×n(R) $!�$���$ �
���	�� ������� 	��	�������	 ��	

:���$�
���'�0�� ! �	�	'	� �� (i, j)
� ����� ��	�� 1� � 	������"�

,������" '�!�" 0� 	*	-��
����$ 
�'�- Eij � ?���� ���'�0" ��

-"!�6��$ ���'�
�"�� �����0���� @�$��$ ���'�0� A = (aij)
'�-��'� m×n 	��	-��
�	 #'�����!�$���$ ! !��� ������	� �	�


*���0�� ���'�
�"� �����0 �	�	 :� '�-��'�G A =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijEij �

���� ; ��6����  
���,

<'	�-!������ AB 	#'����$���$ .#'� �6*"� p, n, q � 1/ ��$
���'�0 A, B '�-��'� �		�!����!���	 p × n � n × q� ���� �	���

���	 ��	�*0	! .����� ��'	�/ ! #�'!	� ��	:����� '�!�	 
��

�� ��'	� .����� ��	�*0	!/ !	 !�	'	� ��	:�����I #'	�-!������
����� ���'�0 #'�����!�$�� �	*	� ���'�0� '�-��'� p × q� ���


��� '����	�'�� 
����"� ���
��� �	��� p = q = 1� ���� 	#'���

��� #'	�-!������ ��'	�� ����" n �� ��	�*�0 ����" n� �	�	'	�
*���� #'�����!�$�� �	*	� ���'�0� '�-��'� 1 × 1� ���� ����$'�

2(



� #	,�	�� *���� ��-"!����$ ���:� ����$'�"� #'	�-!�������
��'	�� �� ��	�*�0 .���67�� 	�����	!�6 �����/G

(
a1, a2, . . . , an

)
⎛
⎜⎜⎜⎝

b1

b2

���
bn

⎞
⎟⎟⎟⎠ = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn.

<���� ��#�'� ���" ���'�0� A = (aik) '�-��'� p × n �
B = (bkj) '�-��'� n × q� ���'�0� A '������'�!��� ��� ��

����� ��'	� A(1), . . . , A(p)� � ���'�0� B ��� ������� ��	�*0	!
B1, . . . , Bq� F� #'	�-!������ AB ���� ���'�0� C = (cij) '�-��'�
p × q� ,��������� �	�	'	� $!�$6��$ #'	�-!�����$ !��� ��'	�
���'�0" A �� !�� ��	�*0" ���'�0" BG

cij = A(i)Bj , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q. .���/

<	��	���� A(i) = (ai1, . . . , ain),

Bj =

⎛
⎜⎜⎜⎝

b1j

b2j

���
bnj

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

�	

cij =
n∑

k=1

aikbkj , i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q. .���/

/%�$"�<���� 2�.� "�� ��������$ ������ �������&���
������� 	������ ��� ������/����6

EikEkj = Eij ,

EikElj = 0 ��� k �= l.

/%�$"�<���� 2�1� ?�������� ������ �	����� �� ������
���� ������ ��
����� ������
���	����� '
���� �
�������
����� � �����	������ ����������(6

A (B + C) = AB + AC, .��2/

(A + B)C = AC + BC. .���/

��



"�
���������	�! 5	��:��� ��#'���'� .��2/� <���� A =
(aik), B = (bkj), C = (ckj), k = 1, . . . , n� ?	���� �	�����	 �	'��

�� .���/� ! ���'�0� A (B+C) �� (i, j)
� ����� ���	����$ ,������

n∑
k=1

aik(bkj + ckj) =
n∑

k=1

aikbkj +
n∑

k=1

aikckj ;

#	�����$$ ����� ���� ,������� ��	$7�� �� (i, j)
� ����� ! ���

'�0� AB + AC�

/%�$"�<���� 2�3� ?�������� ������ �	����� � �����
������ �� �
���� ������/������

λ(AB) = (λA)B = A(λB) ∀λ ∈ R.

>�� �		��	+���$ #'	!�'$6��$ ��#	�'����!���	�

/%�$"�<���� 2�2� ?�������� ������ @��������	��%
�!�! ���� ��� ������ A, B, C ���� �� �����	������ (AB)C ���
A(BC) ����������% �� ���������� � ������ � ����� ����� ���
	����	�6

(AB)C = A(BC). .��%/

"�
���������	�! 3�:�	� �- #'	�-!������ ! .��%/ 	#'������	
! �	� � �	���	 �	� ���
��� ���� ���'�0" A, B, C ���6� �	

	�!����!���	 '�-��'" !��� p × m, m × n, n × qI #	,�	�� ����
	#'������	 	��	 #'	�-!������� �	 	#'������	 � �'��	��
<���� A = (aij), B = (bkl), C = (crs)� ?	���

A =
∑

i,j aijEij , B =
∑

k,l bklEkl, C =
∑

r,s crsErs .! ��:�	�
���
�� '������'�!�6��$ ���'�
�"� �����0" �����:�7��	
'�-��'�/� @ ���� �!	���! ����'�*���!�	��� � �!$-� ��:��
#'	�-!������� ���'�0 � ���	:����� �� ����$'� �����G

A(BC) =
∑
i,j

∑
k,l

∑
r,s

aijbklcrs Eij(EklErs),

(AB)C =
∑
i,j

∑
k,l

∑
r,s

aijbklcrs (EijEkl)Ers.

<	,�	�� �	����	
�	 #'	!�'��� ���	0����!�	��� ���	:���$
���'�
�"� �����0

Eij(EklErs) = (EijEkl)Ers,

��



�	�	'�$ �'�-� ������� �- #'�!��� �� ���	:���$ .#'���	:�

��� ���/G 	*� #'	�-!�����$ '�!�" �� -� ����6
����� ���
��!�
�	��� j = k � l = r� � ! ,��� ���
�$� 	*� 	�� '�!�" Eis�

/%�$"�<���� 2�0� "�� 	��
��� n ��&���	��� � ������
������	����� ������� En ∈ Mm×n(R), ����	����� ���������
� �
���� &�� ����� &�� �	����	��6

EnA = A, BEn = B ∀A ∈ Mn×q(R), B ∈ Mp×n(R).

"�
���������	�! ���� *" ��7���!	!��� ���'�0" E′
n � E′′

n �
,��� �!	���!	�� �	 �" *" ������ � 	��	� ��	'	�"� E′

nE′′
n = E′′

n�
� � �'��	� E′

nE′′
n = E′

n� 	����� E′
n = E′′

n � ��7���!	!���� ����

��!��!���� $!�	 ���-�! ���'�0� EnG

En =

⎛
⎜⎝

1 . . . 0
���
� � �

���
0 . . . 1

⎞
⎟⎠ .

@ ��� ���
�$�� �	��� '�-��' �����
�	� ���'�0" $��� �-
�	�������� 	�� 	*	-��
����$ #'	��	 E�

)�������� ��1! )� ��	:���!� Mn×n(R) �!��'���"� ���'�0
	#'������" 	��	!'�����	 !�� �'� ���-���"� !"+� 	#'�'�0���
���� ,�	 ��	:���!	 �������	 �'�-� �'��$ 	#�'�0�$��G �!��$
!���'������ .��	:���� � ���	:���� ���'�0/ � 	��	� !��+���
.���	:���� �� ����$'/�

)�������� ��4! <'	����+�� #'���'" #	��-"!�6�� 
�	 ���	

:���� ���'�0 ���	�������!�	G(

1 0
0 0

) (
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
,

(
0 1
0 0

) (
1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

@�	'	� #'���' ���:� #	��-"!���� 
�	 #'	�-!������ �!�� ����

��!"� ���'�0 �	:�� *"�� ����!	� ���'�0��� ?���� ���'�0"
��-"!�6��$ ���������� �����

��



���'�0" !��� λE, λ ∈ R� ��-"!�6��$ �
�������� ����
������� #	��	���� ���	:���� �� ����6 ���'�0� '�!�	�����	
���	:���6 �� �		�!����!�67�� ����$'G

(λE)A = λA, B(λE) = λB.

F- ,�	�	� ! 
����	���� !���	� 
�	 ����$'�"� ���'�0" λEn �	�

����'�6� �	 !���� ���'�0��� ! Mn×n(R)�

C�$��� 2�6� 5	��-���� 
�	 �	���	 ����$'�"� ���'�0" 	*

����6� #	������� �!	���!	��

�����67�� #'���	:���� 	#��"!��� #	!������ #'	�-!���

��$ ���'�0 #'� �'���#	��'	!�����

/%�$"�<���� 2�:� (AB)T = BT AT !

"�
���������	�! <���� A(j), Bi 	*	-��
�6� �		�!����!���	

��'	�� � ��	�*0" ���'�0 A, B� ?	��� BT
i , A(j)T

#'�����!�$6�
�	*	� �		�!����!���	 ��'	�� � ��	�*0" ���'�0 BT , AT �  
�

!���	� �����G A(j)Bi = BT

i A(j)T � ���� #	��
��� �	!#������ (i, j)

"� ,������	! ! ���'�0�� (AB)T � BT AT �

��-� <�� ���
����  
���,�

�,%�$�"���� 2�.;� >����������� ��������� �		�!��

��!�67�� ����	�� ,�������'�	�� #'�	*'�-	!���6 .��� ��'	

���� ��� ��	�*0��� ���'�0/ ��-"!����$ ���'�0�� #	��
�67�

$�$ #'��������� ,�	�	 ,�������'�	�	 #'�	*'�-	!���$ � ���

��
�	� ���'�0��

�	�����	 ,�	�� 	#'�������6� ����� �'� ��#� ,�������'�"�
���'�0G

�2



J�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
��� 0

� � �
���
1
���

� � �

· · · · · · λ · · · 1 · · · · · ·
���

� � �

0
��� 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, λ ∈ R;

JJ�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0
� � �

1
· · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · 1 · · · · · · · · ·

��� 1
���

���
� � �

���
��� 1

���
· · · · · · · · · 1 · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · ·

1
� � �

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

JJJ�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0
� � �

1
· · · · · · · · · α · · · · · · · · ·

1
� � �

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, α ∈ R, α �= 0.

 ������� 
�	 ,�������'�"� ���'�0" $!�$6��$ ��!"'	:

����"���

/%�$"�<���� 2�..� ?�������� ������� A ���	� '�����
	����	���� ����	�( �� ����������� ������� ��	��������

��



��������� 
 ����
�� '����	����	���� ����
���( ������
�� A ����	����	� &��� ������������� ����
����	����% �!�!
���� ������� A′ �������� ��
������ ������������ ����
���
��	����� ��� ����
��� '����	����	���� ����
����( ������
�� A � U 7 ����	����	� &�� ������������ �������% ��
A′ = UA '����	����	����% A′ = AU(!

"�
���������	�! ������� ��#	�'����!���	 �- 	#'�������$
,�������'�"� #'�	*'�-	!���� � ���	:���$ ���'�0�

/%�$"�<���� 2�.1� #��
�� ��	���������� �������
�������	������ 	 	��� �����	������ �����������$ ������!
#��
�� 	���������� ������� �������	������ 	 	��� ������
	������ �����������$ ������ � �������% ��� &�� ����	� 
����
�!

"�
���������	�! <���� A H �!��'����$ ���'�0�� ���� A
��!"'	:�����$� �	 	�� #	�'����!	� #	����	!������	��� ,��

�����'�"� #'�	*'�-	!���� ��� ��'	���� �	:�� *"�� #'�!���

�� � �����
�	�� ;������'�!�$ 	*'���"� ,�������'�"� #'�	*

'�-	!���$� �" �	:�� #�'���� 	� �����
�	� ���'�0" � AG

E
U1−→ . . .

Un−→ A.

���� U1, . . . , Un H �		�!����!�67�� ,�������'�"� ���'�0"�
#	��
���G

Un . . . U2 U1 E = A,

	�����

A = Un . . . U2 U1.

9���	��
�	� ���� A !"'	:�����$� �	 	�� ,�������'�"�� #'�

	*'�-	!���$�� ��� ��'	���� #'�!	����$ � ���'�0� A′ � ����

!	� ��'	�	� �� '������'�!�$ ,�������'�"� ���'�0" U1, . . . , Un�
�		�!����!�67�� 	*'���"� ,�������'�"� #'�	*'�-	!���$�G

A′ U1−→ . . .
Un−→ A,

#	��
��� A = Un . . . U1 A′�

�%



���� ������������ ����(�������  
���,


��%��� 2�.3� 3����������� �����	������ ������ ��	��
�����	����� �������������6

det(AB) = det A detB. .��1/

"�
���������	�! ;����	�'�� �'� ���
�$�

�/ A H ,�������'��$ ���'�0�� ?	��� AB #	��
����$ �- B
�		�!����!�67�� #'�	*'�-	!����� ��� ��'	����� ���� ,�	 #'�

	*'�-	!���� J ��#�� �	 det(AB) = detB � detA = 1� ���� 	�	 JJ
��#�� �	 det(AB) = −detB � detA = −1 )��	��0� ���� 	�	 JJJ
��#� .���	:���� ��'	�� �� 
���	 α �= 0/� �	 det(AB) = α detB
� detA = α ?���� 	*'�-	�� ��$ �6*	�	 �- �'�� ��#	! ,�����

��'�	� ���'�0" A '�!����!	 .��1/ !"#	��$���$�

�/ A H ��!"'	:�����$ ���'�0�� ?	��� �	�����	 #'���	:�

��6 ���� ���'�0� A #'�����!�$���$ ! !��� #'	�-!�����$ ,��

�����'�"� ���'�0G

A = UnUn−1 . . . U1.

<'����$$ .��1/ ! ���
��� �	��� #�'!"� ��	:����� H ,�����

��'��$ ���'�0�� #	��
���G

det(AB) = det(UnUn−1 . . . U1B) =
= detUn det(Un−1 . . . U1B) = . . . =
= detUn detUn−1 . . . detU1 detB,

detA = det(UnUn−1 . . . U1) = . . . = detUn detUn−1 . . . detU1,

	����� det(AB) = detAdetB�
2/ A H !"'	:�����$ ���'�0�� �	�����	 #'���	:���6 �����

A = Un . . . U1A
′ ��� A′ H ���'�0� � ����!	� ��'	�	� � Ui H

,�������'�"� ���'�0"� ?	���� ��� � !"+��

det(AB) = det(Un . . . U1A
′B) = detUn . . . detU1 det(A′B) = 0,

��� ��� ���'�0� A′B �	��':�� ����!�6 ��'	�� .� ��� :� �	

��'	�� 
�	 � A′/� <	��	���� detA = 0� '�!����!	 .��1/ !"#	�

�$���$�

�1



��8� 5���� 
��+���
� %
�
�����(
,�� ����#
�������� � ��&��� ���
(
�������� ����� � �!
������������ ����(�������  
���,

<���� F H ����0�$ �� ��	:���!� �!��'���"� ���'�0 #	

'$��� n� �	�	'�$ $!�$���$ #	��������	� � �	�	������'�
�	�
��� ����0�$ 	� ��	�*0	! ���'�0"�


��%��� 2�.2� "�� � 
�$ 
	�������$ ������ A, B ���
���
� n

F (AB) = F (A) det B.

"�
���������	�! <���� a1, . . . , an H ��	�*0" ���'�0" A� ?	


��� ��	�*0" ���'�0" AB #'�����!�$6��$ ! !���
n∑

i=1

bijai� F��


��G

F (AB) = F
(∑

i

bi1ai, . . . ,
∑

i

binai

)
=

=
∑

(i1,...,in)
i1,...,in ��� �����	
�

F (bi11ai1 , . . . , binnain) =

=
∑

(i1,...,in)
i1,...,in ��� �����	
�

bi11 . . . binn F (ai1 , . . . , ain) =

=
∑

σ∈Sn

b1σ(n) . . . bnσ(n) sgn(σ)F (A) =

= F (a) det B, ��� σ =
(

i1 . . . in
1 . . . n

)
.

�"�$��&�� 2�.0� det(AB) = detA det B!

�"�$��&�� 2�.7� +���� F 7 ���
��� �� �������	� 
	���
�����$ ������ �����
� n% 
������ �	������ ������������
� 
��������������
�� 
�
 ���
��� �� ����
��	 ������� �
��
��% ��� F (E) = 1! 5���� F (A) = detA ��� � 
�� ������
�� A!

�4



"�
���������	�! 5����!������	� F (A) = F (EA) =
F (E) det A = detA�

��:� 9�����$"�� ����$���  
���+��� &�
�#
�����

�" '������'�!��� �'�!�����

AX = B, .��4/

! �	�	'	� A � B H ����"� ���'�0" '�-��'	! p × n � p × q�
� X H ���-!�����$ ���'�0� '�-��'� n× q� >�	 �'�!����� �	:

�	 '������'�!��� ��� 	*	*7���� 	*"
�	� ������" ������"�
�'�!������ ��� ! ���
��� �	��� X � B �	��	$� �- 	��	�	 ��	�*

0� (q = 1)G

X =

⎛
⎜⎝

x1

���
xn

⎞
⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎝

b1

���
bp

⎞
⎟⎠ ,

�'�!����� .��4/ #'�����!�$�� �	*	� -�#������6 ! ���'�
�	�
�	'�� ������� �- p ������"� �'�!����� � n ���-!����"��� @
���
�� #'	�-!	���	�	 q #���� (X1, . . . , Xq) � (B1, . . . , Bq) H ��

����" ��	�*0	! ���'�0 X � B �		�!����!���	� ?	��� '�+����
�'�!����$ '�!�	�����	 '�+���6 q 	*"
�"� ������ ������"�
�'�!�����G

AX1 = B1, . . . , AXq = Bq.

<���� A H �!��'����$ ���'�0�� �	�����	 ��	'��� 3'���'��
,�� ������" �'�!����� ���6� � #'��	� ������!���	� '�+����
! �	� � �	���	 �	� ���
��� ���� A H ��!"'	:�����$� <	,�	��
#	��
���

/%�$"�<���� 2�.9� A�������� ���	����� AX = B �

	�������� �������� A ����� � ������ ������	����� ��/��
���% ���� � ����
� ���� ������� A ��	����������! # ����
������ �������� ������� X = (xij) ��$������ �� ��������6

xij = Δij/ detA,

��� Δij 7 ������������ �������% ���������� �� A ������� ��
i��� ����
�� j�� ����
��� ������� B!

�=



C�����	� �'�!�����

Y A = C .��=/

�!	����$ � �'�!����6 !��� .��4/� ���� � 	*��� ��	 
���$� #'�

������ �'���#	��'	!����G

AT Y T = CT .

@ 
����	���� �����

�"�$��&�� 2�.6� A�������� ���	����� Y A = C � 
	���
������ �������� A ����� � ������ ������	����� ��/����%
���� � ����
� ���� ������� A ��	����������!

��=� �!�
��
�  
���,


�,%�$�"���� 2�.:� <���� A H ���'�0� '�-��'� m × n�
���'�0� B '�-��'� n × m ��-"!����$ �
������ ��$ A� ����
!"#	��$6��$ ���	!�$

AB = Em � BA = En.

@ Q% .#'���	:���� %��1/ *���� #	��-��	� 
�	 #'� m > n ���

'�0 B� ��!���!	'$67�� ���	!�6 AB = Em� �� ��7���!���� ���

�	 ���!��'���"� ���'�0" �� �	��� ����� 	*'���"�� <	,�	

�� ����� ! ,�	� '�-���� �" '������'�!��� �	���	 �!��'���"�
���'�0" ���	�	'	�	 #	'$��� n�

/%�$"�<���� 2�1;� -��� 
	�������� ������� A �����
�
����� % �� �
������ ������� ������	����!

>�	 #'���	:���� !"������ �- �����67��	 ����	���	 *	���
	*7��	 ��!�':����$G

/%�$"�<���� 2�1.� +���� ��� ������ ������� A ����
���� B′, B′′ ��	���	��� � ����	���6 AB′ = E � B′′A = E! 5��
��� B′ = B′′!

"�
���������	�! F�#	��-�$ ���	0����!�	��� ���	:���$ ���

'�0� � 	��	� ��	'	�"� #	��
���

B′′AB′ = (B′′A)B′ = EB′ = B′,

�(



� � �'��	�

B′′AB′ = B′′(AB′) = B′′E = B′′.

����	!������	� B′ = B′′�

������!����$ 	*'����$ ���'�0� ��$ ���'�0" A� ���� 	��
��7���!���� 	*	-��
����$ 
�'�- A−1�


��%��� 2�11� .	�������� ������� ����� �
����� 	
��� � ����
� ��� ������% ���� ��� ��	��������!

"�
���������	�! ���
��� �	��:��� 
�	 ���� ���'�0� A �����
	*'����6� �	 	�� ��!"'	:�����$� ?�� ��� AA−1 = E� �	

det(AA−1) = detA detA−1 = detE = 1

�� ����	!������	� detA �= 0�
<���� ��#�'� ���'�0� A ��!"'	:�����$� �	�����	 #'���	


:���6 ���4 � ������!�6 ���= ���'�
�"� �'�!����$ AX = E �
Y A = E ���6� '�+���$� �	�	'"� 	*	-��
�� �		�!����!���	 
�

'�- B′ � B′′�
�	�����	 #'���	:���6 ����� B′ = B′′ H 	*'����$ ���'�0��

)����� $!�"� !"'�:���$ ��$ ,������	! 	*'���	� ���'�

0"� ��#	��-�$ �	'���" 3'���'�� F����G

xij = Δij/|A|,

���

Δij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,i−1 0 a1,i+1 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aj1 · · · aj,i−1 1 aj,i+1 · · · ajn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 · · · an,i−1 0 an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Aji.

?���� 	*'�-	�� #	��
���

%�



/%�$"�<���� 2�13� +���� A 7 ��	���������� �������
�����
� n � Aij 7 ����
������
�� ���������� 
 �� ���������!
5���� �
������ ������� A−1 	���������� �� �������6

A−1 =
1
|A|

⎛
⎜⎜⎝

A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n · · · Ann

⎞
⎟⎟⎠ .

��>� 7�"���� ������$"�% ����$��%  
���+#
��% &�
�����$ � ��+������� �!�
���$  
���#
,� � �� �3�2 '�� ���
���% ����!�
(��
��$

��	!� '����	�'�� ���'�
�	� �'�!����� .��4/

AX = B.

3�� �:� 	���
��	��� ��	 '�+���� '�!�	�����	 '�+���6 	*"


�"� ������ ������"� �'�!�����

AX1 = B1, . . . , AXq = Bq.

?�� ��� !�� ,�� ������" ���6� 	��� � �� :� ���'�0� �	,�

��0����	! A� �	 �� �	:�	 '�+��� #�'�������	� �	���!�! '��

+�'����6 ���'�0� (A | B)� '�-��'� p × (n + q)� �	�	'�$ #	��


����$ #'�#��"!����� � ���'�0� A !��� ��	�*0	! ���'�0" B�
���� ���'�0� (A′ | B′) #	��
��� �- ���'�0" (A | B) ,�����

��'�"�� #'�	*'�-	!���$�� ��� ��'	����� �	 ���'�
�	� �'�!

����� .��4/ ,�!�!������	 �'�!����6 A′X = B′� <'�!��$ '��+�

'����6 ���'�0� (A | B) � !��� (A′ | B′)� ! �	�	'	� ���'�0� A′

���#��
���$ .'�-������$� �	:�	 #'�!���� � !���� ! �	�	'	�
!�$ '��+�'����$ ���'�0� (A′ | B′) ���#��
���$� �	 ! ,�	� ���
��	*�	���	���/� �- �-!����	�	 �'���'�$ �	!�����	��� ������
������"� �'�!����� .��	'��� ���/ #	��
���

/%�$"�<���� 2�12� +���� ���/������� ������� (A | B)
���	����� 
 	��� (A′ | B′)% 	 
������ ������� A′ �������
�����! 5���� ���	����� .��4/ ����� ��/���� 	 ��� � ����
�
��� ������% 
���� 	 ������� (A′ | B′) ��� ������	�$ ����
%

%�



������
� &�$�� � �������� A′ �� ����	�� ����
� '�������
���	���% ����� ������	�$ ����
 	 �������$ A′ � (A′ | B′)
�����
�	�(!

���� ,�	 ���	!�� !"#	����	� �	 ��� � ! ���
�� 	*"
�	� ��

����	� ������" '�-���$�� ���-!����"� �� ���!�"� � �!	*	�

�"�� <'� ,�	� ���!�"�� ��� �!	*	��"�� 	��-"!�6��$ !�� ���-

!����"� ��:�	� ��'	�� ���'�0" X ! -�!����	��� 	� �� �	��'�G
��'	��� �	��'� �	�	'"� �	!#���6� � �	��'��� ��	�*0	! ���'�

0" A′� ! �	�	'"� ��	$� ���!�"� ,������" �� ������!"� ��'	��
�	��	$� �- ���!�"� ���-!����"�� � 	������"� ��'	�� H �- �!	

*	��"�� @"'�:�$ ��'	��� �	��	$7�� �- ���!�"� ���-!����"��

�'�- ��'	��� �	��	$7�� �- �!	*	��"�� #	��
��� 	*7�� '�+����
�'�!����$ .��4/�

 �	*���	 ����'���� ���
��� �	��� ! �'�!����� .��4/ ���'�0�
A ��!"'	:�����$ .�!��'����$/�

/%�$"�<���� 2�10� +���� 	 ���	����� .��4/ ������� A
��	���������� 
	��������! +��	���� ���/������ �������
(A | B) ������������� ����
����	������ ��� ����
��� 
 	��
�� (E | B′)! 5���� X = B′ ���� '������	�����( ��/���� ����
������� ���	����� .��4/!

"�
���������	�! 5����!������	� ! ,�	� ���
�� �'�!��

��� .��4/ ,�!�!������	 �'�!����6 EX = B′�

<'������ ,�	� �#	�	* ��$ !"
������$ 	*'���	� ���'�

0"� ���� A H ��!"'	:�����$� �	 	�� ����� 	*'����6� �	�	

'�$ $!�$���$ .������!���"�/ '�+����� ���'�
�	�	 �'�!����$
AX = E� <	,�	�� #	��
���

/%�$"�<���� 2�17� +���� A 7 ��	���������� ������
��! 0����	�� ���/������ ������� (A | E) � � ����&� ����
��������$ ����
����	���� ��� ����
��� ���	���� �� 
 	���
(E | B′)! 5���� B′ 7 �
������ ������� ��� A!

3'���	 �#	�	* !"
������$ 	*'���	� ���'�0"� ��!���"�
#'���	:����� ���1� �	:�	 -�#����� ���G

(A | E) −→ (E | A−1),

��� ��'���� 	*	-��
��� !"#	������ #	����	!������	��� ,�����

��'�"� #'�	*'�-	!���� ��� ��'	�����

%�



)�������� ���4! ���� A H ��!"'	:�����$ ���'�0�� �	 '�

+���� ���'�
�	�	 �'�!����$ AX = B -�#��"!����$ ! !���
X = A−1B�  ����	 ,�	� �#	�	* '�+���$� !��6
�67�� ���	:

����� 	*'���	� ���'�0"� � -���� #'	�-!�����$ ���'�0� �'�*�

��� ��� #'�!��	� *	��+��	 	*���� !"
������$� 
�� ��#	�'��

��!���	� #'�������� ,�������'�"� #'�	*'�-	!����

(A | B) −→ (E | X).
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��� �	
� �	�����

8��� ?���� 
 � �
���  
���,�

�,%�$�"���� 0�.� ���'�0� ����� '��� 0� ���� .� �	��

�	 ����/ 	�� ����!�$� )�����!�$ ���'�0� ����� '��� 1� ���� ��
�	:�	 #'�����!��� ! !��� #'	�-!�����$ ��	�*0� � ��'	��� ;��

�	� #'	�-!	���	� ������!	� ���'�0" A ��-"!����$ �������

+�� #	�	:������	� 0��	� 
���	 r� ���	� 
�	 A �	:�	 #'�����

!��� ! !��� ����" r ���'�0 '���� 1�
;��� ���'�0" A 	*	-��
����$ 
�'�- rk (A)�

/%�$"�<���� 0�1� A������ A ����� ���� 1% ���� � �����

� ���� 	�� �� ����
� '����
��( ��������������� ��
������
��
����	����� ������	�� ����
� '����
��(!

"�
���������	�! <���� a(1), . . . , a(m) H ��'	�� ���'�0" A
� a(i) = αib� ;����	�'�� ��	�*�0 a = (α1, . . . , αm)T � ?	���
A = ab�

�����67�� �!� #'���	:���$ 	
�!���"�

/%�$"�<���� 0�3� -��� A 7 ������� ������� m× n% ��
rk (A) � min{m, n}!
/%�$"�<���� 0�2� rk (A1+. . .+As) � rk (A1)+. . .+rk (As)!

/%�$"�<���� 0�0� rk (AT ) = rk (A)!

"�
���������	�! ���� rk (A) = 1, A = ab, a H ��	�*�0� b H
��'	��� �	 AT = bT aT � ���� rk (AT ) = 1�
<���� rk (A) = r, A = A1 + . . . + Ar� ��� rk (Ai) = 1� ?	


��� AT = AT
1 + . . . + AT

r � � #	�	�� rk (AT ) � rk (A)� ?�� ���
A = (AT )T � �	 rk (A) � rk (AT )�

%�



/%�$"�<���� 0�7� =��� ������� ��	�� ����� ������� ��
����
��	 � ��	�� ����� ������� �� ����
!

"�
���������	�! <���� rk (A) = r � rk {a1, . . . , an} = s
(a1, . . . , as H ��	�*0" ���'�0" A/� F����G A = A1 + . . . + Ar�
��� Ai H ���'�0" '���� 1� @ ���� #'���	:���$ %�� ��7�

��!�6� ��	�*0" b1, . . . , br� ����� 
�	 !�� ��	�*0" ���'�0" Ai

#'	#	'0�	�����" ��	�*0� bi, i = 1, . . . , r� ����	!������	�
��	�*0" ���'�0" A #'�����!�$6��$ ��� ������"� �	�*���0��
��	�*0	! b1, . . . , br� 	����� s � r� � �'��	� ��	'	�"� �������
{a1, . . . , an} ������	 !"'�:����$ 
�'�- ���	�	'�6 �������

��	�*0	! {b′1, . . . , b′s} : aj =
s∑

i=1

αijb
′
i� <���� Ai H ���'�0�

�	 ��	�*0��� αi1b
′
i, . . . , αinb′i� ?	��� A = A1 + . . . + As �

rk (Ai) � 1� <	,�	�� r � s� F���� r = s�
5	��-�������!	 ��$ ���
�$ ��'	� �	:�	 #'	!���� ����	


��
�	 ��� !	�#	��-	!����$ #'���	:����� %�% � ���� 
�	 '���
������" ��'	� ���'�0" A '�!�� '���� ������" ��	�*0	! ���

'�0" AT �

/%�$"�<���� 0�9� rk (A1 · . . . · As) � min
i
{rk (Ai)}!

"�
���������	�! <���� ���
��� rk (Ai) = 1, Ai = aibi, ai H
��	�*�0� bi H ��'	��� ?	���

A1 . . . As = (A1 . . . Ai−1ai)(biAi+1 . . . As),

��� A1 . . . Ai−1 ai H ��	�*�0 � bi Ai+1 . . . As H ��'	��� ����	

!������	� rk (A1 . . . As) � 1� <���� ��#�'� rk Ai = r � Ai =
Ai1 + . . . Air� ��� Ai1, . . . , Air H ���'�0" '���� 1� F����G

A1 . . . As = A1 . . . Ai1 . . . As + . . . + A1 . . . Air . . . As,

���� �	�����	 #'��"��7���� !�� �������"� $!�$6��$ ���'�0���
'���� 1� ����	!������	� rk (A1 . . . As) � r�

/%�$"�<���� 0�6� +���� B = CAD% ��� C, D 7 ��	��
��������� �������! 5���� rk (B) = rk (A)!

"�
���������	�! ?�� ��� A = C−1BD−1� �	 ! ���� #'���	:�

��$ %�4 rk (B) � rk (A) � rk (A) � rk (B)�

%%



<	��	���� ,�������'�	� #'�	*'�-	!���� ��� ��'	���� ���
��	�*0��� '�!�	�����	 ���	:���6 ���'�0" ���!� ��� �#'�!�
�� ,�������'��6 ���'�0�� �	�	'�$ ��!"'	:����� �	 #	��
���

�"�$��&�� 0�:� =��� ������� �� ���������� ��� �������
�����$ ����
����	����$ ��� �� ����
��� � ����
����!

/%�$"�<���� 0�.;� =��� ����������� ������� ��	��
����� �� ������	�$ ����
!

"�
���������	�! 5	����	
�	 #	��-���� 
�	 ������!"� ��'	��
a(1), . . . , a(i) ���#��
��	� ���'�0" ������	 ��-�!����"� <����
aiji H ���!�"� ,������ i
� ��'	��� 5	#������ 
�	 λ1a

(1) + . . . +
λra

(r) = 0� ?	��� λ1a1j1 = 0� 	����� λ1 = 0I �	��� λ2a2j2 = 0�
	����� λ2 = 0 � ���� <	����	!������	 #	��
���� 
�	 !�� λi =
0�

�"�$��&�� 0�..� =��� ������� ��	�� ����� ������	�$
����
 	 �� ����������� 	���!

/%�$"�<���� 0�.1� =��� ������� ��	�� ���
���/���
�����
� �� �������$ �� ���� ������	!

"�
���������	�! <���� s H ����������"� #	'$�	� 	���
�"�
	� ���$ ���	'	! ���'�0" A� ?	��� s � rk (A)� ��� ��� � !�$�	�	
���	'� #	'$��� > rk (A) ������� ��'	� .��	�*0	!/ ������	 -�

!����� �� ����	!������	� 	� '�!�� ���6� @"*�'�� ! ���'�0� A
���	' M �= 0 .#���� ��	 #	'$�	� '�!�� r, r � s/� !�� 	�����$

67�� ���	'" �	�	'	�	 '�!�" 0� ?	��� r ��	�*0	! ���'�0" A�
#'	�	�$7�� 
�'�- M � 	*'�-�6� ������	 ��-�!�����6 ��������
� �6*�$ ��'	�	 �	��':�7�$ �� ������� ��	�*0	! ������	 -�!�

����� ��� ���� �	�����	 #'���	:���6 ����� �		�!����!�67�$ ��
	��	'	���$ ������� ������"� �'�!����� ����� ������!	� '�

+����� ����	!������	� rk (A) = r� 	����� rk (A) = s�

 *R����$$ �	��-���"� !"+� ����"� #	��
��� �����67�6
��	'����


��%��� 0�.3 =� %��)� ���%�+'>� "�� 	��
�� �������
A ����� &�� �� �����	�� $���
�������
� ��	�� ����� ��
��6

8! rk (A)9
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:! ���� ������� ����
��	 ������� A9

;! ���� ������� ����
 ������� A9

B! ����� ������	�$ ����
 	 ����������� 	��� ������� A9

C! ��
��������� ������
 �������$ �� 0 ������	 ������
�� A!

C�$��� 0�.2� )�-	!�� ��
������������� ������ ������

!	� ���'�0" A .'�-��'� m × n/ �������+�� #	�	:������	�
0��	� 
���	 s� ���	� 
�	 A #'�����!�$���$ ! !��� #'	�-!�����$
A = BC� ��� B H ���'�0� '�-��'� m× s � C H ���'�0� '�-��

'� s×n� 5	��-���� 
�	 ����	'�-�0�	��"� '��� ���'�0" '�!��
�� '�����

C�$��� 0�.0� )�-	!�� 
��
��������� ������ ���'�0" A
�������+�� ��	�'�0������	� 0��	� 
���	 t� ���	� 
�	 #	��� !"


�'��!���$ ! ���'�0� A t ��'	� � ��	�*0	! .! �	!	��#�	���/ !
��� �� 	������$ ������!"� ,������	!�  *	-��
�� �	�*����	'

�"� '��� 
�'�- crk (A)� <	��-���� 
�	 rk (A) � crk (A)� �	 ! �	
:� !'��$ ���'�0" '���� 1 �	��� ����� ��	�� ��	��	 *	��+	�
�	�*����	'�"� '����

<'������ #	�$��� '���� ���'�0" ��$ �	��-�������!� ����

7���!	!���$ 	*'���"� ���'�0 � ���!��'���"� ���'�0�

/%�$"�<���� 0�.7� -��� A 7 ������� ������� m × n �
m > n% �� �� ��&���	��� ������� % ��
�� ��� A = m!

"�
���������	�! 5����!������	� rk m = m� S

rk (AB) � rk A � n < m.

C�$��� 0�.9� <���� A H ���'�0� '�-��'� m × n � m � n�
5	��-���� 
�	 ���'�0� � ����$ 
�	 A = m� ��7���!��� ! �	� �
�	���	 ! �	� ���
��� ���� rk A = m�
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8��� .������$ ��� �������� ��� ����� ��#
��$��% &�
�����$ )� ��� ��
% �
����  
���,*


��%��� 0�.6 =���%��� �%�����%�D��,�""�>� 0�����
�� �������$ ���	����� ��	������ 	 ��� � ����
� 	 ��� ����
���% ���� ���� �� ������� 
�����������	 ��	�� ����� ���/��
������ �������!

"�
���������	�! <���� ���� ������� ������"� �'�!����� �
���'�0�� �	,���0����	! A� ��	�*0	� �!	*	��"� 
���	! b �
'��+�'���	� ���'�0�� = (A | b)� <'�!���� �!� �	��-�������!�
,�	� ��	'��"�
�� <'�!���� '��+�'����6 ���'�0� ������" � ���#��
��	��

!��� ′ = (A′ | b′)� F����G ������� �	!������ ⇐⇒ ! ���'�0� ′

��� ��'	� !��� (0, . . . , 0, b′k), b′k �= 0 ⇐⇒ 
���	 ������!"�
��'	� ! ���'�0�� A′ � ′ 	�����	!	 ⇐⇒ rk A = rk B�
�� F����G ������� �	!������ ⇐⇒ ��	�*�0 b ������	 !"'�


:����$ 
�'�- ��	�*0" ���'�0" A ⇐⇒ ������" ��	�*0	! ���

'�0 A � ,�!�!������" =⇒ rk A = rk B�  ������$ �	��-���� 
�	
���� rk A = rk B� �	 ������" ��	�*0	! ���'�0 A � ,�!�!�����

�" .,�	 �:� *"�	 �	��-��	 ! #'���	:���� 2���� �	 �" �� *����
�� ���	 	#�'����$/� <���� rk A = rk B = r � Aj1 , . . . , Ajr H *�

-�� ������" ��	�*0	! ���'�0" A� ?�� ��� rk B = r� �	 ,�	 ���

��������$ ������	 ��-�!�����$ #	�������� ������" ��	�*0	!
���'�0" � ����	!������	� !�� ��	�*0" ���'�0" ������	 !"

'�:�6��$ 
�'�- ������� (Aj1 , . . . , Ajr )� ���� ������" ��	�*0	!
���'�0 A � ,�!�!������"�

�"�$��&�� 0�.:� 0������ �������$ ���	����� �	������
������������ 	 ��� � ����
� 	 ��� ������% ���� ���� �� ����
���� 
�����������	 ��	�� ����� ���/������� ������� � ���
	�� ����� ����	�����$!

"�
���������	�! 5����!������	� �	!������$ ������� �����

�"� �'�!����� $!�$���$ 	#'�������	� ! �	� � �	���	 ! �	�
���
��� ���� 
���	 ���-!����"� '�!�	 
���� ������!"� ��'	�
! ���#��
��	� !��� �� ���'�0"� ���� '�!�	 '���� A .'�!�	��
'���� /�

%=



C�$��� 0�1;� 5	��-���� 
�	 ���'�
�	� �'�!����� A = B
����� '�+���� ! �	� � �	���	 �	� ���
��� ���� rk A = rk (A |
B)� � ����� ������!���	� '�+���� ! �	� � �	���	 �	� ���
���
���� ,�� '���� '�!�" 
���� ��	�*0	! ���'�0" A�

8�-� @�!�� ��
���% � ���!����% ���(����#
��% � ��� �����$ ����� � ����$��% &�
�����$

<���� ���� �	!������$ ������� ������"� �'�!�����
Ax = b, A ∈ Mm×n(R), b ∈ Rm, x ∈ Rn� ;�-*����� ��	

:���!� ���-!����"� �� �!� ��#�'�����67���$ #	���	:�

��!� {xj1 , . . . , xjr} � {xjr+1 , . . . , xjn} *���� ��-"!��� 	�
��
��� �		�!����!���	 ���	��$ � �	�
����$ ����	�����$� ��

�� #'� �6*	� ��*	'� -��
���� ���-!����"� �- !�	'	�	 #	�

��	:���!� xjr+1 = ξjr+1 , . . . , xjn = ξjn ��7���!��� ������!��

�"� ��*	' -��
���� ���-!����"� �- #�'!	�	 #	���	:���!�
xj1 = ξj1 , . . . , xjr = ξjr � ���	� 
�	 x1 = ξ1, . . . , xn = ξn $!�$���$
'�+����� ����	� ������"�

/%�$"�<���� 0�1.� +���������	� {xj1 , . . . , xjr} ���
��� 
��� 	�
���� 	 
�����	� ��
��� ���	��$ ����	�����$
'��������� ����	������ ��� ���� ����� ��� �	�
������( 	
��� � ����
� ��� ������% ���� ����
�� aj1 , . . . , ajr �
���� �

���� ������� ����
��	 ������� A!

"�
���������	�! <���� ��	�*0" aj1 , . . . , ajr 	*'�-�6� *�-��
������" ��	�*0	! ���'�0" A� @"*�'�� ! ���'�0�� 	*'�-	

!���	� ,���� ��	�*0���� ������!	� ���	' #	'$��� r� <����
	� '��#	�	:�� ! ��'	��� � �	��'��� i1, . . . , ir� ?	��� ��'	��
bi1 , . . . , bir 	*'�-�6� *�-�� ������" ��'	� '��+�'���	� ���'�

0" ������"� � #	�	�� !�� �'�!����$ ������" $!�$6��$ ����

��!�$�� �'�!����� � �	��'��� i1, . . . , ir�  �*'��"!�$ 	�����

�"� �'�!����$ � #'���!�$ #'	�-!	���"� -��
���$ ���-!���

�"�� �� !�	�$7�� ! #	���	:���!	 {xj1 , . . . , xjr}� #	��
���
�!��'����6 ������� � ��!"'	:����	� ���'�0�� �	,���0���

�	! �� #	 ��	'��� 3'���'�� ���67�6 ������!���	� '�+�����

%(



<���� ��#�'� {xj1 , . . . , xjr} 	*'�-�6� ��*	' ���!�"� ���-

!����"�� <'� �6*	� !"*	'� -��
���� �!	*	��"� ���-!���

�"� ������� �'�!����� �	 ��	�*0��� ���'�0" �	,���0���

�	! aj1 , . . . , ajn ����� ������!���	� '�+����� � #	�	�� �		�

!����!�67�$ 	��	'	���$ ������� ����� �	���	 ����!	� '�+�

���� ���� ,�� ��	�*0" ������	 ��-�!����"� 5	#������ 
�	 	��
�� 	*'�-�6� *�-�� ������" ��	�*0	!� � �	#	���� �� �	 *�-���
��	�*0���� ��#'���'� � �	��'��� jr+1, . . . , js� �	�����	 �	��

-���	��� {xj1 , . . . , xjr , xjr+1 , . . . , xjs} ���� ��*	' ���!�"� ���-

!����"�� ���� #'� �6*	� !"*	'� -��
���� 	������"� ���-!���

�"� -��
���$ xj1 , . . . , xjs 	#'����$6��$ ������!���"� 	*'�

-	�� 
�	 #'	��!	'�
�� #'��#	�	:���6 	 �	�� 
�	 ���-!����"�
{xjr+1 , . . . , xjs} ���:� �	:�	 #'���!��� #'	�-!	���"� -��
�

��$�

1�



� � ��
!��� ��"���

:��� 9������ !��
���$ ����
,�� � ���&��&�#
��1 �!�!3����$ (
��� 
���,�
��������

<���� G H ���	�	'	� ��	:���!	� <������� ��������� ��
��	:���!� G ��-"!����$ #'�!��	� �	�	'	� ��:�	� .�#	'$�	


���	�/ #�'� (a, b) ,������	! �- G �	#	���!�$�� ���	�	'"� ,��

���� �- G� 5'����� ��	!���� -������ *���'�	� 	#�'�0�� ��
G H ,�	 -������ 	�	*'�:���$ ����'�	!� �!��'��� G × G ��	

:���!� G ! G�  *'�- #�'" (a, b) #'� ,�	� 	�	*'�:����� ���� '�

-������ #'�������$ 	#�'�0�� � #�'� (a, b)� �	:�� 	*	-��
����$
'�-�"�� ���!	����G a ·b� a+b� a◦b� a∗b � ����� ��� #'	��	 ab� �
��-"!����$ '�-�"�� ��'������G ���������� .�		�!����!���	
'�-������ �� #'�������$ ��-"!����$ �����	�������/� ��������
�� .�		�!����!���	 �����/� 
���������� � �'� ��	:���!	 G
� -�����	� �� ��� 	#�'�0���� 	*	-��
���	�� ���:��� · � *����
	*	-��
��� 
�'�- (G, · )�  *"
�	 '������'�!�6� 	#�'�0��� 	*

����67�� ���	�	'"�� �#�0�����"�� �!	���!���� 3	��� 	#�'�

0�$ 	*������ 	#'�������"� ��*	'	� ����� �!	���!� ��	:���!�
� 	#�'�0��� (G, · ) #'��!��!����$ 	#'�������	� ������	!�����
)�#'���'G

�,%�$�"���� 7�.� (G, · ) ��-"!����$ ������������ ����
	#�'�0�$ · ��	!���!	'$�� -��	�� ���	0����!�	���G

a · (b · c) = (a · b) · c ∀ a, b, c ∈ G.

/%���%' ,�"!)%!,,� �/ )�	�'�0������"� 0��"� 
����
	��	�������	 ��	:���$ .� ���:� 	��	�������	 ���	:���$/I

�/ #	���'�##� !��� 	�	*'�:���� ����	�	 ��	:���!� ! ��*$
.	��	�������	 �	�#	-�0��/�

1�



<���� -���� �#	'$�	
���"� ��*	' ,������	! a1, . . . , an ∈ G�
���� �� G -����� *���'��$ 	#�'�0�$ · � �	 �	:�	 	*'�-	!���
'�-��
�"� #'	�-!�����$ �- ,������	! a1, . . . , an .� -�����"�
#	'$��	�/� ��#	��-�$ '�-��
�"� '������	!�� ��	*	�� )�#'�

��'� #'� n = 4 ������$ % '������	!	� ��	*	�G a1(a2(a3a4))�
a1((a2(a3)a4)� (a1a2)(a3a4)� (a1(a2a3))a4� ((a1a2)a3)a4�

C�$��� 7�1� )���� �	'���� ��$ 
���� '������	!	� ��	*	�
��$ n ��	:�������

��&��E
2n−1(2n − 3)!!

n!
�

3
�
&����� ��
�� ���������	����� �	��	�� ! �	�� 
�	
#'	�-!������ n ,������	! .! -�����	� #	'$���/ �� -�!���� 	�
�#	�	*� '������	!�� ��	*	��

�" #	��:��� 
�	 !"#	������ 	*	*7���	�	 -��	�� ���	0��

��!�	��� ��$ �6*	�	 
���� ��	:������ ������� �- ��	 !"#	�

����$ ��$ �'�� ��	:������� ���� 
�	 	*	*7���"� -��	� ���	0�

���!�	��� !"#	��$���$ ! �6*	� #	���'�##�� 5�$ #'��	:����
,�	� ���� #	��-�	 ����� ! *	��� 	*7�� �����0��� �	��� *���'

��$ 	#�'�0�$ �� ��	:���!� G $!�$���$ 
����
�	�� ���� 	#'���

���� �� 	*$-������	 ��$ !��� #�' (a, b) ∈ G×G� � �� ���	�	'	�
#	���	:���!�G×G .#'���'G �	�#	-�0�$ 	�	*'�:����/� @ ,�	�
���
�� .	*"
�"�/ -��	� ���	0����!�	��� �	��	�� ! �����67��G
��$ �6*"� �'�� ,������	! a, b, c ∈ G� ���� 	��	 �- #'	�-!���

��� a(bc) ��� (ab)c 	#'������	� �	 	#'������	 ���:� � �'��	��
� ,�� #'	�-!�����$ '�!�"�


��%��� 7�3� +���� ��� �������	� � ��������� 
�����
��� ��������� (G, · ) 	���������� ��
�� ���������	�����! 5��
��� ��� (G, · ) 	���������� �
�
&����� ��
�� ���������	���
���6 ��� � 
��� �������������� 
�������� ��
��� ��������	
�� G% ���� �$ �����	������ '	 �������� �����
�( ����������
��� ��
������ ��������	
� �
�
�
% �� ��� ���������� ��� � �

�� ��������	
� �
�
�
% � ��������� �� ��	���� �� �����
�
��������	
� �
�
�
!

"�
���������	�! F����0�$ #	 
���� ��	:������ n�  ��	!�

��� �����0�� n = 3 �-!����	� <���� n � 4 �����'	!��	�

1�



� #'��#	�	:��� 
�	 ��$ #'	�-!�����$ ����+��	 
�� n 
��

�� ,������	! ��!�':����� �	��-��	� @ #'	�-!������ n ,��

����	! a1, . . . , an � -�����	� '������	!�	� ��	*	� !"���$��
��	*��� ��� �	�	'"�� #'	�-!	����$ -���6
�������$ 	#�'�0�$G
(a1, . . . , ak) · (ak+1, . . . , an)� ?���6 '������	!�� ��	*	� ��-	

!�� '������	!�	� ��#� k� ?�� ��� !���'� ��:�	� ��	*�� 
��

�	 ,������	! ����+� n� �	 !���'� ��� �	#������ �6*�$ '��

����	!�� ��	*	�� )�� �	����	
�	 #	��-���� 
�	 ��$ !�$�	�	 k�
1 � k � n − 1� ��7���!��� '������	!�� ��#� k� ��$ �	�	'	�
#'	�-!������ 	#'������	� � 
�	 '�-������ 	�����	! ��$ !��� k�
?�� ��� ��� ���	� 
�	 ��$ ���	�	'	� '������	!�� ��	*	� ��

+� #'	�-!������ 	#'������	� �	 �	����	
�	 #	��-���� 
�	 ����
#'	�-!������ 	#'������	 #'� '������	!�� ��#� k� �	 	�	 	#'�

�����	 ��$ '������	!�� ��#� k−1 .#'� k � 2/ � ��$ '������	!��
��#� k + 1 .���� k � n − 2/� � 
�	 '�-������" �	!#���6�� 5�$
#�'��	�� 	� k � k − 1 .#'� k � 2/ '������'�!��� #'	�-!������
.�	�	'	� 	#'������	/

((a1, . . . , ak−1) · ak) · (ak+1, . . . , an)

� #'����$�� .	*"
�"�/ -��	� ���	0����!�	���G

((a1, . . . , ak−1) · ak) · (ak+1, . . . , an) =
= (a1, . . . , ak−1) · (ak · (ak+1, . . . , an)),

���� #'	�-!������ 	#'������	 � �	!#����� � ���	��"� #'	�-

!������� ��#� k − 1� 9���	��
�	 #'	�-!	����$ #�'��	� 	� k
� k + 1�

:��� �����,
 � �!�
���$ '�� ��� � ���&��&�#
��� ���$���
 �������$ '�� �����

<���� (G, · ) H ��	:���!	 � *���'�	� 	#�'�0���� >��

���� e ∈ G ��-"!����$ ��	�� .�		�!����!���	 ���	��/ ������
���� ���� ea = a .�		�!����!���	 ae = a/ ��$ !�$�	�	 a ∈ G� �
��-"!����$ �������� .��	��� ��	
�$6� H �	����������/� ����
ea = ae = a� ���� G 	*������ ��!	� �����0�� e1 � #'�!	� ���

��0�� e2� �	 e1e2 = e1 = e2� ���� ,�	� ,������ $!�$���$ �����0���
?���� 	*'�-	�� ���� �����0� ��7���!���� �	 	�� ������!�����
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<���� (G, · ) 	*������ �����0�� e � a ∈ G� >������ a′ ∈ G
��-"!����$ ��	�� .�		�!����!���	 ���	��/ �
������ ��$ a�
���� a′a = e .�		�!����!���	 aa′ = e/� � ��-"!����$ �
������
'�	����������( ��$ a� ���� a′a = aa′ = e�

/%�$"�<���� 7�2� +���� (G, · ) 7 ���������� � ������
��� e! -��� ������� a ∈ G �
������ ��	�� �
������ a′ �
���	�� �
������ a′′% �� a′ = a′′ 7 �
������ ������� ��� a!

"�
���������	�! 5����!������	� (a′a)a′′ = a′(aa′′) � (a′a)a′′ =
ea′′ = a′′� a′(aa′′) = a′e = a′�

?���� 	*'�-	�� ���� ,������ a ! #	���'�##� 	*������ 	*

'���"�� �	 	*'���"� ,������ ������!���"��  � 	*	-��
����$

�'�- a−1� >������� ���67�� 	*'���"�� ��-"!����$ �
�����
����

C�$��� 7�0� <'�!���� #'���' #	���'�##"� 	*����67�� ��

!	� .��� #'�!	�/ �����0��� �	 �� ���67�� �����0"� <	��-����

�	 ��!"� .��� #'�!"�/ �����0 �	:�� *"�� ����	���	� <'�!�

��� #'���' #	���'�##" � �����0�� � ,������� ! ���� ���67��	
��!"� .��� #'�!"�/ 	*'���"�� �	 �� ���67�� 	*'���	�	� <	

��-���� 
�	 ,������ �	:�� ����� ����	���	 ��!"� .��� #'�!"�/
	*'���"��

�,%�$�"���� 7�7� <���� G H #	���'�##�I ��-	!�� ,��

���� a ∈ G ���������� '
�����������% ������ ����������(
���	�� ���� 	�	*'�:���� x �→ ax ��R����!�	 .�6'R����!�	� *�

����!�	/I ,�	 '�!�	�����	 �	��� 
�	 ��$ !�$�	�	 b ∈ G �'�!

����� ax = b ����� �� *	��� 	��	�	 '�+���$ .����� '�+�

���� ����� ������!���	� '�+����/� =����������� ���	� ,�����

�� a '�!�	������ �	��� 
�	 �	:�	 �	�'�7��� �� a ���!�� ����
ax = ay =⇒ x = y� 9���	��
�	 	#'����$6��$ #'�!"� !�'����"
,��� #	�$����

C�$��� 7�9� <	��-���� 
�	 ! #	���'�##� � �����0��G ����
,������ ����� ��!"� .#'�!"�/ 	*'���"�� �	 	� '����$'�� ���!�
.�#'�!�/I ,������ '����$'�� ���!� .�#'�!�/� ���� � �	���	 ����
	� ����� #'�!"� .��!"�/ 	*'���"�I ,������ ��'	�	 '����$'��
.���!�� �#'�!� ��� � 	*��� ��	'	�/� ���� � �	���	 ���� 	� �����
	*'���"�� ;����$'�"� ���!� .�#'�!�/ ,������ �� 	*$-������	
����� ��!"� .#'�!"�/ 	*'���"��

1�



C�$��� 7�6� <	��-���� 
�	 ��7���!	!���� ! #	���'�##�
��'	�	 '����$'�	�	 ���!� .�#'�!�/ ,������� '�!�	�����	 ��7�

��!	!���6 ��!	� .#'�!	�/ �����0"�

C�$��� 7�:� <	��-���� 
�	 ���� ! #	���'�##� ������$ �	

�$ *" 	��� '����$'�"� ���!� ,������ � �	�$ *" 	��� ��'	�	
'����$'�"� �#'�!� ,������� �	 	�� �	��':�� �����0�� @ �	 :�
!'��$ �- ��7���!	!���$ �	'����$'�	�	 ���!� ,������� � ��'	�	
'����$'�	�	 �#'�!� ,������� �� ������� ��7���!	!���� �����

0"�  ����	� ���� ��7���!��� ,������� �	�	'"� �	'����$'�� 	�

�	!'�����	 ���!� � �#'�!�� �	 �����0� ������$� � ���	� ,������
	*'�����

/%�$"�<���� 7�.;� -��� 	 ���������� � �������� �������
�� a1, . . . , an �
������% �� �$ �����	������ ���� �
������
�

(a1a2 . . . an)−1 = a−1
n . . . a−1

2 a−1
1 .

5�$ �	��-�������!� ���	:�� ,������" a1 . . . an �
a−1

n . . . a−1
1 �'�� �� �'��� ! 	*	�� #	'$���� � !	�#	��-�


���$ ���	0����!�	���6�

���,��� F"������ & ,�"!)%!,,�� 5�$ !�$�	�	 ,�����

�� a ! #	���'�##� G � !�$�	�	 #	�	:������	�	 0��	�	 
���� n
	#'������� ���#���

an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
� 

��������

.

���� G ����� �����0�� �	� #	 	#'�������6� a0 = e� ���� G
����� �����0� � a 	*'����� �	� #	 	#'�������6� ��$ !�$�	�	
#	�	:������	�	 0��	�	 
���� n

a−n = (a−1)n = (an)−1

.!�	'	� '�!����!	 #	��
����$ ! ���� #'���	:���$ 1���/�

/%�$"�<���� 7�..� "�� 	��$ ����$ �����
m, m1, . . . , mk, n% ��� 
�����$ ����	����	� &�� ������
�� ����������%

am1 · am2 · . . . · amk = am1+...mk , .1��/

(am)n = amn. .1��/

1%



"�
���������	�! ���� !�� 
���� m, mi, n ��	�'�0������"� �	
'�!����!� 	
�!���"� <���� a 	*'���� � #	��-����� ���6� #'	

�-!	���"� -����� <	 �������!�"� �		*'�:���$� .1��/ �	���

�	
�	 �	��-��� ��$ k = 2� ���� m1 �m2 ���6� 	�����	!"� -��

��� �	 '�!����!	 	
�!���	� <���� ��$ 	#'�������	��� m1 � 0 �
m2 � 0� ���� m2 � |m1|� �	 -�#�+�� m2 = (−m1) + m′� m′ � 0�
� �����G

am1am2 = am1(a−m1am′
) = (am1a−m1) am′

= am′
= am1+m2 .

9���	��
�	� ���� m2 < |m1|� m1 = m′ − m2� m′ < 0� �����G

am1am2 = (am′
a−m2) am2 = am′

(a−m2am2) = am′
= am1+m2 .

F���� .1��/ �	��-��	� ���� n = 0� �	 .1��/ 	
�!���	� ���� n > 0�
�	 #'����$�� .1��/� !-$! k = n� m1 = . . . = mn = m� ���� n < 0�
�	 −n > 0 �

(am)n = ((am)−1)−n = (a−m)−n = a(−m)(−n) = amn.

�,%�$�"���� 7�.1� >������" a � b ! ��	:���!� � *���'

�	� 	#�'�0��� (G, · ) ��-"!�6��$ 
�������� &���� ��� ���
�������	������� ���� ab = ba�  #�'�0�$ .��� ��	:���!	 �
,�	� 	#�'�0���/ ��-"!����$ 
��������	��� .
��������	�
���/� ���� �6*"� �!� ,������� �	�����'�6��

/%�$"�<���� 7�.3� -��� �������� a1, . . . , ak ���������
�� G ������� 
�������� �% ��

(a1 . . . ak)n = an
1 . . . an

k .1�2/

��� 	��
��� ������ n% ��� 
������ ��� ������� ����������!

"�
���������	� 	
�!���	�

5�$ ���	�����'�67�� ,������	! ,�	 '�!����!	� ��� #'�!�

�	� �� ����� ������ )�#'���'� ���� ,������" a1 � a2 '����$'�"
�		�!����!���	 ���!� � �#'�!�� �	 �- '�!����!� (a1a2)2 = a2

1a
2
2

�������� 
�	 a1a2 = a2a1�
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:�-� ����������� ��&���� 9������ '�� ���

��&��� � ��� ���$���


�,%�$�"���� 7�.2� ��	:���!	 � *���'�	� 	#�'�0���
(G, · ) ��-"!����$ �������� ���� !"#	��$6��$ �����67�� �!	�

��!�G

�� a · (b · c) = (a · b) · c ∀ a, b, c ∈ G .���	0����!�	���/I

�� ∃ e ∈ G : e · a = a·e = a ∀ a ∈ G .��7���!	!���� �����0"/I

2� ∀ a ∈ G ∃ a−1 ∈ G : a−1 · a = a · a−1 = e .��7���!	!����
	*'���	�	 ,�������/�

5'����� ��	!���� �'�##	� ��-"!����$ #	���'�##� � �����0���
! �	�	'	� !�$��� ,������ 	*'�����

@ �'�##� !�$��� ,������ ��'	�	 '����$'��� ���� ��$ �6*"�
a� b ��:�	� �- �'�!����� ax = b � xa = b ����� � #'��	�
������!���	� '�+�����
B������� 
�	 �����0� ! �'�##� ��'����'�-����$ ���� 
�	

$!�$���$ ������������� ���� ��	!���!	'$�� �'�!����6 x2 = x�
5����!������	� ���� ! �'�##� a2 = a� �	 a−1(a2) = a−1a =⇒
a = e� @ #	���'�##� �	��� *"�� ����#	����"� �� $!�$67���$
�����0���

C�$��� 7�.0� �� ���� ! #	���'�##� ������$ ��!�$ ���

��0�� � 	��	�������	 ��� !�$��� ,������ ����� ��!"� 	*

'���"�� �	 #	���'�##� $!�$���$ �'�##	��  �������$ ��
��!�':����� !�'�"�� ���� K��!"� 	*'���"�L -������� ��
K#'�!"� 	*'���"�LT

��  
�!���	� ! �'�##� !�$��� ,������ �����	 '����$'��� <	

��-���� 
�	 ���� ! #	���'�##� !�$��� ,������ �	'����$'��
	��	!'�����	 ���!� � �#'�!�� �	 	�� $!�$���$ �'�##	��

2� 3	��
��$ #	���'�##�� ! �	�	'	� !�$��� ,������ '����$

'�� ���!� � �#'�!�� $!�$���$ �'�##	��

�,%�$�"���� 7�.7� �'�##� G ��-"!����$ �
���	�� .���

��������	���/� ���� ab = ba ∀ a, b ∈ G�
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)�������� 1��4! @"+� �" 	*	-��
��� 	#�'�0�6 -���	� ·
� ��-"!��� ���	:����� .������#������!��$ ��'���	�	��$/�
���� 	#�'�0�$ ! �'�##� ��-"!����$ ��	:����� � 	*	-��
����$
-���	� + .������!��$ ��'���	�	��$/� �	 !����	 �����0" �	!	

'$� 	 ���� � 	*	-��
�6� ��	 ���!	�	� 0 .	*� ��'���� K�����0�L
� K����L 	*R����$6� ��'���	� K����'����"� ,������L/�  *'��

�"� ,������ ��$ a 	��	�������	 ��	:���$ 	*	-��
�6� 
�'�-−a
� ��-"!�6� #'	��!	#	�	:�"� ,������	�I !����	 a + (−b) #�

+�� a − b� @����	 !	-!�����$ ,������� a ! ���#��� n ! ,�	�
���
�� �	!	'$� 	* ���	:���� a �� 0��	� 
���	 n� ��� 
�	 ����
n > 0� �	G

na = a + . . . + a︸ ︷︷ ︸
� ������
��

,

0 a = 0,

(−n)a = −(na) = n(−a).

�		��	+���$ .1��/� .1��/� .1�2/ #�'�#��"!�6��$ ! ,�	� ���
�� !
!���G

m1a + m2a + . . . + mka = (m1 + . . . + mk)a, .1��′/
n(ma) = (nm)a, .1��′/

n(a1 + . . . + ak) = na1 + . . . + nak. .1�2′/

/%���%' )%!,,E

�/ (Z, +)� (Q, +)� (R, +) H �'�##" !��� 0��"�� '�0�	�����"��
�����!������"� 
���� �		�!����!���	 	��	�������	 	#�

'�0�� ��	:���$�

�/ <���� Q∗ = Q \ {0}� Q+ H ��	:���!	 !��� #	�	:�����

�"� '�0�	�����"� 
���� � R∗� R+ H ����	��
�"� 	*	-��


���$ ��$ �����!������"� 
����� (Q∗, · )� (Q+, · )� (R∗, · )�
(R+, · ) H �'�##" 	��	�������	 ���	:���$�

2/ ��	:���!	 !�� ���'�0 �����'	!���	�	 '�-��'� �� ! 
���

�	���� #'	��'����!� !���	'	!
��	�*0	! � !���	'	!
��'	�
����	� '�-��'�	��� $!�$6��$ �'�##��� 	��	�������	
��	:���$�

1=



�/ ��	:���!	 GL(n, R) !��� ��!"'	:����"� �!��'���"�
���'�0 #	'$��� n � ��	:���!	 SL(n, R) !��� �!��'���"�
���'�0 #	'$��� n � 	#'���������� +1 $!�$6��$ �'�##���
	��	�������	 ���	:���$ .	�� ��-"!�6��$ �		�!����!��

�	 #	��	� � �#�0�����	� ������"�� �'�##��� ��� ���

��!������"�� 
������/� 9���	��
�	 �	:�	 '������'�

!��� #	���6 � �#�0������6 ������"� �'�##" GL(n, Q) �
SL(n, Q) ��� Q�

%/ <���� M H #'	�-!	���	� ��	:���!	� ?	��� ��	:���!	
SM !��� #�'�����	!	� ��	:���!� M � ���� !��� *�����!

�"� 	�	*'�:���� ��	:���!� M �� ��*$� $!�$���$ �'�#

#	� 	��	�������	 �	�#	-�0�� 	�	*'�:����� �	�	'�$ ��

-"!����$ �����������
�� ������� ��	:���!� M � ����
M = {1, . . . , n}� �	 �'�##� SM 	*	-��
�6� 
�'�- Sn � ��-"

!�6� �����������
�� ������� ������� n� <	���	:���!	
!��� 
���"� #�'�����	!	� ! Sn ���:� $!�$���$ �'�##	�
	��	�������	 �	�#	-�0��I ,�� �'�##� 	*	-��
����$ 
�'�-
An � ��-"!����$ ���
����������� ������� ������� n�

1/ <���� (G, · ) H #'	�-!	����$ #	���'�##� � �����0��� ?	

��� ��	:���!	 U(G) !��� 	*'����"� ,������	! ! G $!�$

���$ �'�##	� 	��	�������	 	#�'�0�� · � �'�##" GL(n, R)
� SM #	��
�6��$ ��� 
����"� ���
�� ,�	� �	���'��0���
���� ! ��
���!� #	���'�##" !-$�� �		�!����!���	 ��	:�

��!	 !��� �!��'���"� ���'�0 #	'$��� n � 	#�'�0��� ���	

:���$ � ��	:���!	 !��� 	�	*'�:���� M ! ��*$ � 	#�'�

0��� �	�#	-�0�$ 	�	*'�:�����

�,%�$�"���� 7�.6� <���� G H �'�##�� +����
�� O(a) ,��

����� a ∈ G ��-"!����$ �������+�� �'��� #	�	:������"� 0�

�"� 
���� k� ����� 
�	 ak = eI ���� ����� k ���� �	 O(a) = ∞�
/%�$"�<���� 7�.:� -��� O(a) = ∞% �� ak = al ⇐⇒ k =

l (k, l ∈ Z)! -��� O(a) = n% ��6 ak = al ⇐⇒ k ≡ l mod n%
�!�! n | l−k '	����
������ ����� �
�������� ���	� 1�����2(!
# ���������% ak = e ⇐⇒ n | k!

5'����� ��	!���� ���� O(a) = ∞� �	 !�� ���#��� ,������� a
'�-��
�"� � ���� O(a) = n� �	 �'��� ���#���� a ������$ �	
�	

1(



n '�-��
�"� � ! ��
���!� ���	!"� �	:�	 !"*'���

a0 = e, a1 = a, a2, . . . , an−1.

"�
���������	�! <���� O(a) = ∞ � k �= l� ���:��� l > k� ����
ak = al� �	 al−k = e H #'	��!	'�
��� <���� O(a) = n � k H
0��	� 
���	� ;�-����� k �� n � 	�����	�G k = qn + r� 0 � r < n�
?	���

ak = aqn+r = (an)qar = ar,

	����� ak = e ⇐⇒ r = 0 ⇐⇒ n | k� F����G ak = al ⇐⇒
al−k = e ⇐⇒ n | l − k�

/%�$"�<���� 7�1;� +���� G 7 ������ � a ∈ G! -���
O(a) = ∞% �� 	�� �������� ak �= e ��� � 
��
������� �����
��
! -��� a ����� ������
 n% ��

O(ak) =
n

(k, n)
,

��� (k, n) �
�������� ���
���/�� �
&�� �������� ����� k% n!

"�
���������	�! <�'!	� ��!�':����� 	
�!���	�
<���� O(a) = n � m H #	�	:������	� 0��	� 
���	 ���	��


�	 (ak)m = e ⇐⇒ n | km� <	,�	�� m H �������+�� ���	�
#	��-������ �	��� km H �������+�� 	*7�� �'���	� 
���� k � n�
����

km =
kn

(k, n)
=⇒ m =

n

(k, n)
.

/%���%'� @ �6*	� �'�##� ����'����"� ,������ � �	���	
	� ����� #	'$�	� �� @ �'�##�� (Z, +)� (Q, +)� (R, +)� (Q+, · )�
(R+, · ) !�� ,������" �'	�� ����'����	�	 ���6� *���	��
�"�
#	'$�	�� @ �'�##�� (Q∗, · ) � (R∗, · ) ������$ ���:� 	��� ,��

���� #	'$��� � H ,�	 −1� @ �'�##� SL(2, R) ���6��$ ,������"
�6*	�	 #	'$���� @ 
����	���� ���'�0�(

cos 2π
n − sin 2π

n
sin 2π

n cos 2π
n

)

����� #	'$�	� n� @ �	��
�	� �'�##� !�� ,������" ���6� �	

��
�"� #	'$�	��

4�



C�$��� 7�1.� 5	��-���� 
�	 ���� !�� ,������" �'�##" ���

6� #	'$�	� � 2� �	 	�� �*���!��

�#�0�����	 '����	�'�� !	#'	� 	 #	'$��� ,������	! ! ���

���'�
���	� �'�##� Sn�

/%�$"�<���� 7�11� +���� π ∈ Sn! =������� π 	 ����
��	������ ����	�����$ ��
��	 π = γ1 · · · γs! +�����
 π ��	��
�������/��� �
&��� 
������� ���� ��
��	 γ1, . . . , γs!

"�
���������	�! <	'$�	� 0���� γ = (i1 . . . im) '�!�� ��	
������ ��� ��� γk(i1) = ik+1 #'� 1 � k � m − 1 � γk(i1) = i1�

<���� 0���" γ1, . . . , γs ���6� ����"m1, . . . , ms � #���� πk =
e� ?��� 0���" γi #	#�'�	 �	�����'�6�� �	 πk = γk

1 . . . γk
s = e�

?�� ��� #�'�����	!�� γk
1 , . . . , γk

s ��-�!����"� �	

γk
1 = · · · = γk

s = e ⇐⇒ mi | k ��$ !��� i.

<	,�	�� �������+�� #	�	:������	� k� ��$ �	�	'	�	 πk = e�
���� �������+�� 	*7�� �'���	� 
���� m1, . . . , ms�

/%�$"�<���� 7�13� +�����
 � 
��� �������� 
�������
������ �	������ ��������� �����
� ������ '
�
 �
����% ���
�����
�� �������	� G ���������� ����� ��� ��������	% 
��
����� �
���������� ����� |G|(!

"������ ���	���% ���� G 7 ������ 
�������� �����
� n% ��
an = e ∀ a ∈ G!

"�
���������	�! <���� |G| = n � a1, . . . , an H �� ,������"�
<���� #	'$�	� ,������� a ∈ G '�!�� k� ;����	�'�� #�'����

�	!�� πa �� ��	:���!� a1, . . . , an : πa(ai) = aai� >�	 *�����!

�	� 	�	*'�:����� ��� ��� ���� aai = aaj � �	 ai = aj � ;�-�	

:�� πa ! #'	�-!������ ��-�!����"� 0���	!� @�$��� 0��� ���

�� !�� (ai, aai, . . . , a

k−1ai)� ��� ��� alai �= ai #'� 1 � l < k �
πa(ak−1ai) = akai = ai� ?���� 	*'�-	�� !�� ��-�!����"� 0��

�" ,�	� #�'�����	!�� ���6� ����� k � ���� �� 
���	 '�!�	 m�
�	 km = n�

4�



:��� 9������ ������&��&��� � �����&����
A����+����� �����&���� A����+����� ��&�#
��1 �% ����6�
23�� � �% �����&����

<���� (G, · ) H ��	:���!	 � *���'�	� 	#�'�0���� <	���	:�

��!	 H ⊂ G ��-"!����$ �������	�� .�	!	'$� ���:� K-�����

�"�L/ 	��	�������	 	#�'�0�� · � ���� ab ∈ H ∀ a, b ∈ H � @ ,�	�
���
�� 	#�'�0�$ · 	#'������� � ��H � ���� (G, · )H #	���'�##�
� H H ���	�
�!	� #	���	:���!	 ! G� �	 (H, · ) ���:� $!�$���$
#	���'�##	�� � ����$ #	���'�##� ��-"!����$ �������������� !
(G, · )�
�,%�$�"���� 7�12� <	���	:���!	H ! �'�##� (G, · ) ��-"


!����$ ����������� ���� 	�	 ���	�
�!	 	��	�������	 	#�'�0�� ·
� (H, · ) $!�$���$ �'�##	��
C���	 !������ 
�	 #	���	:���!	H ! �'�##� G $!�$���$ #	�


�'�##	�� ���� � �	���	 ���� !"#	����" �����67�� ���	!�$G

�/ ab ∈ H ∀ a, b ∈ H I

�/ e ∈ H I

2/ ∀ a ∈ H a−1 ∈ H �

B������� 
�	 ���� H �= ∅� �	 �/ ������� �- �/ � 2/�
@�$��$ �'�##� G �	��':�� ��� ��-"!���"� ���	*��!���"�

#	��'�##"G #	��'�##�� �	!#���67�6 � ���	� �'�##	� G� � #	�

�'�##�� �	��	$7�6 �	���	 �- �����0"�

C�$��� 7�10� <	��-���� 
�	 !�$��$ �	��
��$ #	�#	���'�#

#� ! �'�##� $!�$���$ #	��'�##	��

C�$��� 7�17� <���� H H .��#����$ � 	���
��$ 	� ����!	�/
#	�#	���'�##� ! #	���'�##� !��� ��	�'�0������"� 0��"� 
�

��� #	 ��	:���6 � dH ���*	��+�� 	*7�� �������� 
���� �- H �
5	��-���� 
�	 H �	��':�� !�� �	����	
�	 *	��+�� 0��"� 
��

��� ���$7���$ �� d�

/%���%'� @ #'�!�����"� ! #� 1�2 #'���'�� �'�## �'�##�
SL(n, R) $!�$���$ #	��'�##	� ! GL(n, R)� �'�##� An H #	��'�#

#	� ! Sn� �'�##� (Z, +) H #	��'�##	� ! (Q, +) � (R, +)I ! �!	6
	
�'���� (Q, +) H #	��'�##� ! (R, +)I �'	�� �	�	� (Q+, · ) H
4�



#	��'�##� ! (Q∗, · )� (R+, · ) � ! (R∗, · )I (Q∗, · ) H #	��'�##� !
(R∗, · )� � (R+, · ) H ! (R∗, · )� @�$�	� ������	� #	�#'	��'����!	
! Rn $!�$���$ #	��'�##	� ! (Rn, +)� @ �'�##� S4 ������$ #	�

�'�##� V4 = {ε, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}� ��-"!����$
���	����� ������� .������

G��"������� ,�$)%!,,' � )%!,,'� <���� G H �'�##�
� a ∈ G� ��	:���!	 {an}n∈Z !��� ���#���� ,������� a $!�$

���$ #	��'�##	�� �	�	'�$ ��-"!����$ ��
�����
�� �����������
#	'	:����	� ,������	� a� � 	*	-��
����$ 
�'�- 〈a〉� F- #'��

�	:���$ 1��( �������

/%�$"�<���� 7�19� +�����
 ��
�����
�� ���������% ���
��������� ��������� a% ��	�� �����
� �������� a!

�,%�$�"���� 7�16� �'�##�G� �	!#���67�$ � 0����
���	�
#	��'�##	�� #	'	:����	� �����
��*	 ,������	� a ∈ G� ���� �	

��	$7�$ �- ���#���� ,�	�	 ,�������� ��-"!����$ ��
�����
��
�'�##	�I ,�	� ,������ a ��-"!����$ ������� &�� 0����
�

��	� �'�##" G�

/%���%' +��"������� )%!,,�

�/ �'�##� (Z, +)� @ ��
���!� #	'	:��67�� �	��� *"�� !-$

�" 
���� 1 � −1� >�	 *���	��
��$ 0����
����$ �'�##��

�/ ��	:���!	 #	!	'	�	! �!����	!	� #�	��	��� !	�'�� ���

��'	!���	� �	
�� �� ���"� �'���"� 2π/n� $!�$���$ 0����


���	� �'�##	� #	'$��� n � #	'	:��67�� H #	!	'	�	�
�� ��	� 2π/n�

 
�!���	� ����� ����	

/%�$"�<���� 7�1:� .������� ������ �����
� n �	������
��
�����
��% ���� � ����
� ���� ��� �������� ������� ������

� n9 	��
�� ������� �����
� n ������ �� ������� &��!

�"�$��&�� 7�3;� #��
�� ������ �������� �����
� �	�����
�� ��
�����
��!

"�
���������	�! @ ���� #'���	:���$ 1��2 !�$��� �� �����

��
�"� ,������ ����� #	'$�	�� '�!�"� #	'$��� �'�##"�
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/%�$"�<���� 7�3.� +���� G = 〈a〉 7 ��
�����
�� �����
��! -��� G 
��
�������% �� 	 
�����	� ������� &�$ �����

��� 	���� ����
� �������� a � a−1! -��� |G| = n% �� ����
���� ak ������ ������� &�� ��� G% ���� � ����
� ���� k
� n 	������ ������!

"�
���������	�! <�'!	� ��!�':����� 	
�!���	� @�	'	� ���

���� �- #'���	:���� 1��( � 1����

�"�$��&�� 7�31� *���� ��������$ ������� &�$ ��
�����
�
�� ������ �����
� n ��	�� ϕ(n) '���
��� >�����% ��������

������ ϕ(n) ��	�� 
�������	� ������������$ ����$ �����%
�� ���	��$���&�$ n � 	������ ������$ � n(!

C�$��� 7�33� S/ <���� a � b H �	�����'�67�� ,�����

�" �'�##"� #	'$��� �	�	'"� !-����	 #'	��"� 5	��-����

�	 O(ab) = O(a)O(b)�

*/ <���� a � b H �	�����'�67�� ,������" �'�##" G� ���6

7�� �	��
�"� #	'$���� ?	��� ! G ������$ ,������� #	'$

�	� �	�	'	�	 '�!�� �������+��� 	*7��� �'���	�� O(a)
� O(b)�

!/ &���	 d = min{k : ak = e ∀ a ∈ G} ��-"!����$ #	��-�

����� �'�##" G� ���� ���	� d ��7���!���� �	 	�	 '�!�	
�������+��� 	*7��� �'���	�� #	'$��	! ,������	! G ��
�	��� G �	��
��� $!�$���$ ��������� |G|� <	��-���� 
�	
! �	��
�	� �*���!	� �'�##� ��7���!��� ,������� #	'$�	�
�	�	'	�	 '�!�� #	��-����6 G� @�'�	 �� ,�	 ��$ �	��
�	�
���*���!	� �'�##"T

�/ 3	��
��$ �*���!� �'�##� $!�$���$ 0����
���	�� ���� �
�	���	 ���� �� #	��-����� '�!�� �� #	'$����  *$-��� ��
*"�� 0����
���	� #'� !"#	������ ,�	�	 ���	!�$ #'	�-

!	����$ �	��
��$ �'�##�T

/%�$"�<���� 7�32� +���� G = 〈a〉 7 ��
�����
�� �����
��! #��
�� ��������� H 	 G ��
�����
�� �% ���� ������
 �����
�� G ��	�� n% ����������� ��������� ak% ��� k > 0 �	������
��������� n!

4�



"�
���������	�! ���� H �	��	�� �	���	 �- �����0"� �	 ��!�'

:����� 	
�!���	� <���� H �= {e}� ?	��� ��7���!��� am ∈ H �
m �= 0� ���� m < 0� �	 ������$ ,������ a−m ∈ H � #	�	:�

�����"� #	��-������� <���� k H �������+�� �'��� #	�	:�

�����"� 0��"� 
���� m� ��$ �	�	'"� am ∈ H � <	��:��� 
�	
�	��� ���� am ∈ H � �	 k | m� F����G m = qk + r� 0 � r < k� �
ar = ama−qk ∈ H � @ ���� !"*	'� k 
���	 r = 0� ?���� 	*'�-	��
H = 〈ak〉� ���� |G| = n� �	 an ∈ H � k | n�

�"�$��&�� 7�30� -��� G = 〈a〉 7 
��
������� ��
�����
��
������% �� �������	� �� �������� ��$������ 	 
��
��	���
����	����	�� � �������	�� ��������������$ ����$ �����6
k ↔ 〈ak〉! -��� G = 〈a〉 7 ��
�����
�� ������ �����
� n% ��
�������	� �� �������� ��$������ 	 
��
��	��� ����	���
��	�� � �������	�� ��������� ����� n6 ��� 	��
��� ��������
d ����� n ������� ������	����� ��������� 〈an/d〉 �����
� d!

�"�$��&�� 7�37� +���� G = 〈a〉 7 ��
�����
�� ������ ���
���
� n! "�� 	��
��� �������� d ����� n 	�� �������� ������
G �����
� d ���������� 	 ������	����� ��
�����
�� ��������
�� �����
� d � �	�� ��� �� ������� &���9 �$ ����� ��	��
ϕ(d)!

:�8� 9������ �� � ��0�( 
 � �(� ��0�(#
 
� .�
���0��
,�� ,����+����% ��&�� � ��+#
�����2 �� �(� ��0�( 


<���� (G, · ) � (K, ∗ ) H �!� ��	:���!�� �� �	�	'"� -����"
*���'�"� 	#�'�0���

�,%�$�"���� 7�39�  �	*'�:���� f : (G, · ) → (K, ∗ ) ��

-"!����$ �������������� ���� 	�	 K�	�'��$�� 	#�'�0�6L� ����
f(a · b) = f(a) ∗ f(b) ∀ a, b ∈ G�

���� f : (G, · ) → (K, ∗ ) � g : (K, ∗ ) → (L, �)H �	�	�	'��-

�"� �	� 	
�!���	� �� �	�#	-�0�$ g ◦ f : (G, · ) → (L, �) H ���:�
�	�	�	'��-��

4%



/%�$"�<���� 7�36� +���� f : (G, · ) → (K, ∗ ) 7 �����
�������! -�� �
��� Im f �������	 ������������ �������� ∗!
-��� (H, · ) 7 ���������� '������(% �� (Im f, ∗ ) 7 ����������
'������(! -��� (G, · ) � (K, ∗ ) 7 ������% �� f(e) 7 �������
������ K% f(a−1) = f(a)−1 ∀ a ∈ G � Im f �	������ ��������
��� 	 K!

"�
���������	�! <���� a′, b′, c′ ∈ Im f � ���� a′ = f(a)� b′ = f(b)�
c′ = f(c)� a, b, c ∈ G� ?	���

a′ ∗ b′ = f(a) ∗ f(b) = f(ab) ∈ Im f.

<���� G H #	���'�##�� ?	���

a′ ∗ (b′ ∗ c′) = f(a) ∗ (f(b) ∗ f(c)) = f(a) ∗ f(bc) =
= f(a(bc)) = f((ab)c) = f(ab) ∗ f(c) = (a′ ∗ b′) ∗ c′,

���� Im f H #	���'�##��
<���� G H �'�##� � e′ = f(e)� ?	��� e′ ∗ a′ = f(e) ∗ f(a) =

f(ea) = a′ �� ����	��
�	� a′ ∗ e′ = a′� ���� f(e) H �����0� ! Im f �
f(a−1) ∗ a′ = f(a−1) ∗ f(a) = f(a−1a) = f(e) = e′ �� ����	��
�	�
a′ ∗ f(a−1) = e′� ���� f(a−1) H 	*'���"� ��$ a′ ! Im f � ?�� ���
e′ ∗ e′ = e′� �	 ���� K H �'�##�� e′ $!�$���$ �����0�� ! K �
f(a−1) $!�$���$ 	*'���"� ��$ f(a) ! K�

)�������� 1�2(! �	�����	 #'���	:���6 1�2=� #'� �	�	�	'

��-�� �'�## �����0� #�'��	��� ! �����0�� >�	 �� !����� ���
#'� �	�	�	'��-�� #	���'�##� )�#'���'� #���� Mn(R) 	*	-��


��� #	���'�##� �!��'���"� ���'�0 #	'$��� n � 	#�'�0���
���	:���$� <'� �	�	�	'��-�� f : Mn−1(R) → Mn(R)� #'� �	

�	'	� f(A) #	��
����$ �- A 	���������� #	�'����!	� ����!"�
��'	�� � ��	�*0�� f(E) �� �	!#����� � �����0�� ! Mn(R)�

/%���%' �	�	�	'��-�	!�

�/ ���� H H ���	�
�!	� #	���	:���!	 ! (G, · )� �	 ������$
�	�	�	'��-� !�	:���$ i : (H, · ) → (G, · )� #'� �	�	'	�
i(x) = x ∀x ∈ H �

�/ ���� G � K H �6*"� �'�##"� �	 ������$ �'�!�����"�
�	�	�	'��-� f : G → K� #'� �	�	'	� f(a) = e ∀ a ∈ G�
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2/  �	*'�:���$ f : (R∗, · ) → (R+, · ) : f(a) = |a| �
f : GL(n, R) → (R∗, · )� f(A) = detA $!�$6��$ �	�	�	'

��-�����

�/ <���� (G, · ) H #'	�-!	����$ �*���!� �'�##� � n H ���

��'	!���	� 0��	� 
���	�  �	*'�:���� f(a) = an $!�$���$
�	�	�	'��-�	� .�	�����	 #'���	:���6 1��2/�

/%�$"�<���� 7�2;� +���� f : G → K 7 �����������
�����! "�� 	��
��� a ∈ G ������
 f(a) �	������ ���������
�����
� a!

"�
���������	�! <���� O(a) = n� ?	��� f(e) = f(an) =
f(a)n = e� � #	�	�� O(f(a)) | n�

/%�$"�<���� 7�2.� +���� G = 〈a〉 7 ��
�����
�� ������
� (K, · ) 7 �����	������ ������! -��� G 7 
��
������� ��
���
���
�� ������ '��
�����
�� ������ �����
� n(% �� ��� 	��
���
�������� b ∈ K '����	����	���� ��
���% ��� bn = e( ��&��
��	��� ������	����� ����������� f : G → K% ��� 
������
f(a) = b!

"�
���������	�! ?�� ��� #'� �	�	�	'��-�� f : G → K
f(ak) = (f(a))k� �	 f 	��	-��
�	 -������$ �!	�� -��
����� f(a)�
���� G H *���	��
��$ 0����
����$ �'�##�� �	 #	��	���� #'��

���!����� ,������� �'�##" G ! !��� ak 	��	-��
�	� �	 ��$ !�$

�	�	 b ∈ K �	:�	 -����� 	�	*'�:���� f(ak) = bk� �	�	'	� $!�$

���$ �	�	�	'��-�	� � #'� �	�	'	� f(a) = b� <���� ��#�'� G H
0����
����$ �'�##� #	'$��� n� �	�����	 #'���	:���6 1����
���	!�� bn = e $!�$���$ ��	*�	���"� ��$ ��7���!	!���$ �	

�	�	'��-�� f : G → K� #'� �	�	'	� f(a) = b� <	��:��� 
�	
	�	 $!�$���$ � �	����	
�"�� ��	!� -������ f(ak) = bk� )	
��#�'� -�#��� ,������� G ! !��� ak �� ������!����� � #	�	��
��:�	 #'	!�'��� �	''����	��� 	#'�������$ f � ���� ��:�	 #	

��-���� 
�	 ���� ak = al� �	 bk = bl� )	 ak = al ⇐⇒ l − k ≡ 0
(mod n)� ���� k = k + qn� <	,�	�� bl = bk+qn = (bn)qbk = bk�
F���� f 	#'������	 �	''����	 �� 	
�!���	� $!�$���$ �	�	�	'

��-�	��
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�,%�$�"���� 7�21� <���� (G, · ) � (K, ∗ ) H ��	:���!� �
*���'�"�� 	#�'�0�$���  �	*'�:���� f : G → K ��-"!����$
������������� ���� 	�	 *�����!�	 � $!�$���$ �	�	�	'��-�	��

3	'	
�G �-	�	'��-� ,�	 *�����!�"� �	�	�	'��-��  
�

!���	� �	�#	-�0�$ �-	�	'��-�	! $!�$���$ �-	�	'��-�	��

/%�$"�<���� 7�23� 3��
�������% �
������ 
 �������
�����% ��
�� �	������ ������������!

"�
���������	�! <���� f : (G, · ) → (K, ∗ ) H �-	�	'��-�� ��

�� a′, b′ ∈ K� �	 a′ = f(a)� b′ = f(b)� a, b ∈ G �

f−1(a′ ∗ b′) = f−1(f(a) ∗ f(b)) =

= f−1(f(ab)) = ab = f−1(a′) · f−1(b′).

?���� 	*'�-	�� f−1 H �-	�	'��-��

<'���	:���� 1��2 #	��-"!���� 
�	 ��7���!	!���� �-	�	'

��-�� (G, · ) → (K, ∗ ) '�!�	�����	 ��7���!	!���6 �-	�	'��-

�� (K, ∗ ) → (G, · )� >�	 #	-!	�$�� �	!	'��� 	* �-	�	'��-��
��:�� (G, · ) � (K, ∗ )� �� ��	
�$$ ��#'�!����� 	�	*'�:���$�

�,%�$�"���� 7�22� 5!� ��	:���!� � *���'�"�� 	#�'�0�$

�� (G, · ) � (K, ∗ ) ��-"!�6��$ ������������ ���� ��:�� ����
��7���!��� �-	�	'��-��  *	-��
����$G (G, · ) ∼= (K, ∗ )�
@�:�	��� ,�	�	 #	�$��$ �	��	�� ! �	�� 
�	 -������ �-	�	'


��-�� #	-!	�$�� 	�	:����!��� ��	:���!� � -�����"� �� ���
	#�'�0��� � ��� ���"� �!	���!� ,��� 	#�'�0�� 	��-"!�6��$
#	��	���6 ������
�"��� @ 
����	���� �-	�	'��"� ��	:���!�
(G, · ) � (K, ∗ ) ���6� 	�����	!"� #	'$���I ���� 	��	 �- ���
$!�$���$ #	���'�##	� .�'�##	�/� �	 � �'��	� $!�$���$ #	��

�'�##	� .�'�##	�/I ���� 	��	 �- ��� H �*���!� .0����
����$/
�'�##�� �	 � �'��	� H �*���!� .0����
����$/ �'�##�� �		�!��

��!�67�� �'�� �'��� #'� �-	�	'��-�� ,������" ���6� 	��

���	!"� #	'$����

/%���% �-	�	'��-��G ��$ !�$�	�	 #	�	:������	�	 ���

��!������	�	 
���� a �= 1 ����0��

x �→ ax : (R, +) → (R+, · ); x �→ loga x : (R+, · ) → (R, +)

$!�$6��$ !-����	 	*'���"�� �-	�	'��-�����

4=



C�$��� 7�20� <	��-���� 
�	 �'�##" (Q, +) � (Q+, · ) ��
�	���	 �� $!�$6��$ �-	�	'��"��� �	 ��:� !�$��� �	�	�	'

��-� f : (Q, +) → (Q+, · ) �'�!������ @ �	 :� !'��$ ��7���!���
*���	��
�	 ��	�	 '�-��
�"�� ! �	� 
���� �6'R����!�"�� �	�	

�	'��-�	! f : (Q+, · ) → (Q, +)�

3 
���� ���*	��� !�:�"� -���
 	��	�$��$ -���
� ��������

��0�� ����*'��
����� 	*R���	! ���	�	
��*	 ��#� � �	
�	���6
�	 �-	�	'��-���  �� �	��	$� ! �	�� 
�	*" ! ����	� ������
	*R���	! !"*'��� ���	� ��*	' #	#�'�	 ���-	�	'��"� ��:��
�	*	� 	*R���	!� 
�	 !�$��� 	*R��� �- '������'�!���	�	 ������
*"� �-	�	'��� 	��	�� �- !"*'���"�� �����67�� #'���	:�

��� � ��	 ������!�� '�+�6� ����6 -���
� ! #'	����+�� ���
�

$� 0����
����� �'�## � �'�## #'	��	�	 #	'$����

/%�$"�<���� 7�27� "	� ��
�����
�� ������ ����������
	 ��� � ����
� ��� ������% ���� ��� ��� � �����
�	�� ���
���
�!

"�
���������	�! 5����!������	� ���� 0����
����� �'�##"
G = 〈a〉 � K = 〈b〉 ���6� 	�����	!"� #	'$���� �	 �	�����	
#'���	:���6 1��� ��7���!��� �	�	�	'��-� f : G → K� #'� �	

�	'	� f(a) = b � �	�	'"�� 	
�!���	� *�����!���

�"�$��&�� 7�29� , 
�� �	� ������ ������ � ���� �� #'	

��	�	 �����
� ��������� ����� ��
��!

"�
���������	�! 5����!������	� �	�����	 ������!�6 1�2� �6

*�$ �'�##� #'	��	�	 #	'$��� $!�$���$ 0����
���	��

:�:� B
�
��� ����+��$ ��&��� �
!��,�$ .�$#
��� ?���� 
 .�$��

<���� G H �	��
�	� ��	:���!	 #	'$��� n � {a1, . . . , am} H
��	 ,������"�  #�'�0�6 �� G �	:�	 -����� ��*��0�� ���	:�

��$ .��-"!���	� ��*��0�� 3����/� ! �	�	'	� �� #�'���
����

4(



i
	� ��'	�� � j
�	 ��	�*0� ��	�� #'	�-!������ aiaj G

a1 a2 aj an

a1 a1a1 a1a2 a1aj a1an

a2 a2a1 a2a2 a2aj a2an

ai aia1 aia2 aiaj aian

an ana1 ana2 anaj anan

3���� ���	!�$� �	�:�� ��	!���!	'$�� ,�� ��*��0�� 
�	*" 	��
-���!��� �'�##�T  ��	-��
��$ '�-'�+��	��� �'�!����� ax = b
� ya = b '�!�	������ �	��� 
�	 ! ��:�	� ��'	�� � ��:�	�
��	�*0� ��*��0" ��	$� !�� ,������" G ! ���	�	'	� #	'$����
&�	*"� ���:��� ,������ a1 *"� �����0��� ! #�'!	� ��'	�� �
#�'!	� ��	�*0� ,������" �'�##" �	�:�" *"�� -�#����" ! ��

�	��	� #	'$���� )��*	��� �'��	���	� $!�$���$ #'	!�'�� �	�	�

�	 	#�'�0�$� -���!����$ ��*��0��� ���	0����!��� >�	 *����
-�!��	�	 ���� ���� �����	!��� �-	�	'��-� ��	:���!� � 	#�'�

0���� -�����	� ��*��0��� � ���	�	'	� �:� �-!����	� �'�##	��
3	�������!�	��� 	#�'�0�� '�!�	������ �	��� 
�	 ��*��0� ���

���'�
�� 	��	�������	 ���!�	� ����	�����

C�$��� 7�26� � #	�	7�6 #	��'	���$ ��*��0 3���� ������

��0�'	!��� � �	
�	���6 �	 �-	�	'��-�� �'�##" #	'$��� � 7�


��%��� 7�2: =���%��� ���"�>� #��
�� ������ �����
� n
��������� ��
������ ��������� �����������
�� ������ Sn!

"�
���������	�! <���� G = {a1, . . . , an} H �'�##� #	'$��� n�
�	���!�� ��$ �'�##" G ��*��0� 3���� � �	#	���!�� ��:�	

�� ,������� ai ∈ G #�'�����	!�� �� ��	:���!� G� -���!��

��6 i
	� ��'	�	� ��*��0" 3����� ���� '����	�'�� 	�	*'�:����
f : G → Sn� #'� �	�	'	� ��$ !�$�	�	 a ∈ G f(a) = πa ∈ Sn� ���
πa(aj) = aaj� ;�-�"� ,�������� �'�##" G �		�!����!�6� '�-

�"� #�'�����	!��� ��� ��� ! ��:�	� ��	�*0� ��*��0" 3���� ���
	�����	!"� ,������	! .��$ ��R����!�	��� f �	����	
�	 �	�	�

�	 ,�	 ��� �	�$ *" ! 	��	� ��	�*0�/� ?���� 	*'�-	�� 	�	*'�

:���� G → Im f *�����!�	� 5	��:��� 
�	 	�	 $!�$���$ �	�	

�	'��-�	�� )�:�	 #	��-���� 
�	 πab = πa ◦ πb ∀ a, b ∈ G� 5�$

=�



!�$�	�	 aj ∈ G ����� πab(aj) = (ab)aj = a(baj) = πa(πb(aj))�
<	��	���� f H �	�	�	'��-�� Im f ���� #	��'�##� ! Sn�

)�������� 1�%�! >�� ��	'��� �� ���� ����������0�� �'�##
#	'$��� n� ��� ��� � ��� ��� �#	�	*� #�'�
������ !�� � �	
�	

���6 �	 �-	�	'��-�� #	��'�##" ! Sn�

:�=� 7
(��6���� ��&��� �
 � �6��� ��
����
?���� 
 C
��
�6


<���� (G, · ) H �'�##�� 5�$ �!�� #	���	:���! K, L ⊂ G
	#'������ �� #'	�-!������ KL = {ab | a ∈ K, b ∈ L}� 5�$
��	:���!� K #���� K−1 = {a−1 | a ∈ K}�
�,%�$�"���� 7�0.� <���� H H #	��'�##� ! G� ��	:���!�

!��� gH = {gh | h ∈ H} .#'� �����'	!���	� g ∈ G/ ��-"!�

6��$ ��	��� �������� �������� �'�##" G #	 #	��'�##� H �
9���	��
�	� ��	:���!� !��� Hg = {hg | h ∈ H} ��-"!�6��$
���	��� �������� �������� #	 #	��'�##� H �

 ������� 
�	 	���� �- ���:�"� �����	! #	 H � ��� ��!"��
��� � #'�!"�� $!�$���$ ���� #	��'�##� H = eH = He�
�����67�� #'���	:���� 	#��"!��� 	��	!�"� �!	���!� ��


!"� ���:�"� �����	!� <'�!"� ���:�"� �����" 	*����6� ���

�	��
�"� �!	���!����

/%�$"�<���� 7�01� .����� ��	�� ������� 
���� �����
�������� � 
�� �	��� ���������% �!�! ���� g′ ∈ gH% ��
g′H = gH! "	� ��	�$ ������$ 
����� ��
� �� ������
� ��
��% ��
� ��	���� �! 3
D�������� 	��$ ��	�$ ������$ 
�����	
��	�� G! 3��
������� H → gH% ��� 
����� h �→ gh% 
��
�
��	�� '	 ���������% 	�� ������� 
����� �	�� ��� ������
��	��� ������ � ���� �� �����
�(!

"�
���������	�! <���� g′ ∈ gH � ���� g′ = gh� h ∈ H � ?	���
g′H = ghH ⊆ gH I ��� ��� g = g′h−1� �	 g ∈ g′H � gH ⊆ g′HI
����� 	*'�-	�� gH = g′H � ���� �!� ���:�"� ������ g1H � g2H
#�'�����6��$G ∃g ∈ g1H∩g2H � �	� #	 #'��"��7���� g1H = gH =
g2H � ?�� ��� g ∈ gH ∀ g ∈ G� �	 ∪g∈GgH = G�  �	*'�:����
H → gH �6'R����!�	 #	 	#'�������6 ���:�	�	 ������� � 	�	
��R����!�	� ��� ��� gh1 = gh2 =⇒ h1 = h2�

=�



3�� �-!����	� -������ '�-*����$ ��	:���!� G �� #	#�'

�	 ��#�'�����67���$ �����" '�!�	�����	 -�����6 �� ��	:�

��!� G 	��	+���$ ,�!�!������	���G ���� -����	 '�-*������ �	
,�!�!������"�� �
���6��$ ,������"� #	#�!+�� ! 	��� �����
'�-*����$� � ���� -����	 	��	+���� ,�!�!������	���� �	 ��:

�"� ����� �	���!�$���$ �- ��	:���!� !��� ,������	!� ,�!�!�

�����"� ���	�	'	�� �����'	!���	���  ��	+���$ ,�!�!�����

�	���� �		�!����!�67�� '�-*����$� �'�##" G �� ��!"� ���
#'�!"� ���:�"� �����" #	 #	��'�##� H � 	#��"!�6��$ �����

67�� #'���	:������

/%�$"�<���� 7�03� "	� �������� g1, g2 ∈ G ���������
��� ������ ��	��� '����	����	����% ���	���( ��������

����� �� ��������� H% ���� � ����
� ���� g−1

1 g2 ∈ H '�����
	����	����% g2g

−1
1 ∈ H(!

"�
���������	�! g2 ∈ g1H ⇐⇒ g2 = g1h ��$ ���	�	'	�	
h ∈ H ⇐⇒ g−1

1 g2 ∈ H � 9���	��
�	 ��$ #'�!"� ���:�"�
�����	!�

/%�$"�<���� 7�02� 3��
������� x �→ x−1 ������ G ��
��
� ������ 
��
��	��� ����	����	�� ����� �������	���
��	�$ ������$ 
�����	 � ���	�$ ������$ 
�����	 ������ G
�� ��������� H!

"�
���������	�!

gH)−1 = {(gh)−1 | h ∈ H} =

{h−1g−1 | h ∈ H} = {hg−1 | h ∈ H} = Hg−1.

�,%�$�"���� 7�00� &���	 .��!"� ��� #'�!"�/ ���:�"�
�����	! �'�##" G #	 #	��'�#� H '�!�	 
���� #'�!"� ���:

�"� �����	! #	 H ��-"!����$ ����
��� ��������� H 	 G �
	*	-��
����$ 
�'�- (G : H)�
F- '�-�	:���$ �'�##" �� ��!"� .��� #'�!"�/ ���:�"�

�����" #	 #	��'�##� ! ���� #'���	:���$ 1�%� #	��
���G


��%��� 7�07 =���%��� ��)%��<�>� +���� G 7 
�����
��� ������ � H 7 �� ���������! 5���� |H | · (G : H) = |G|!
=�



�"�$��&�� 7�09� +�����
 ��������� � ����
� ���������
�	�� ��� ���������� �����
� ������!

<'����$$ ,�	 ������!�� � 0����
���	� #	��'�##�� #	'	:

����	� ,������	� a� #	��
��� �:� '���� �	��-���	� .��� #'��

�	:���� 1��2/ ��!�':����� 	 �	�� 
�	 #	'$�	� �6*	�	 ,�������
�	��
�	� �'�##" $!�$���$ ��������� #	'$��� �'�##"�

/%���%'� �/ G = (Z, +)� H = nZ H #	��'�##�� �	��	

$7�$ �- 
����� �'���"� �����'	!���	�� ����'����	��

���� n� ���:�"� ����� a + nZ .a ∈ Z/ �	��	�� �- 
�����
���67�� #'� ������� �� n ���	� :� 	����	�� 
�	 � a� ����
�!� 
���� a, b ∈ Z ��:�� ! 	��	� ���:�	� ������� ����
� �	���	 ���� n | b − a� 
�	 -�#��"!����$ ���:� ! !���
a ≡ b (mod n)� ���:�"� �����" #	 #	��'�##� nZ ��-"!�

6��$ 
������� 	�����	 #	 �	���6 n� F����� (Z : nZ) = n�

�/ G = (R, +)� H = 2πZ H ��	:���!	 
����� $!�$67���$
0��"�� �'���"�� 
���� 2π� ���:�"� �����" α + 2πZ

���	�$��$ ! *�����!�	� �		�!����!�� � ������� �	�	'"�
	*'�-�6� !���	'" �� #�	��	��� � #	�	:������"� ��#'�!

������ 	�� �*�0����

2/ G = (Rn, +)� H H ������	� #	�#'	��'����!	� ���:�"�
�����" x+H � .x ∈ Rn/ H ,�	 ������"� ��	�	*'�-�$ .#�	�

�	���/ ! Rn� #	��
���"� #�'�������"� #�'��	�	� �- H �
;�-*����� �� ���:�"� �����" H ,�	 '�-*����� �� #�	�

�	���� #�'�������"� H �

�/ G = GL(n, R)� H = SL(n, R)� ���:�"� �����"� ��� ��!"�
A · SL(n, R)� ��� � #'�!"� SL(n, R) · A .A ∈ GL(n, R)/ H
,�	 ��	:���!� ���'�0� ���67�� �����'	!���"� 	#'���

������� '�!�"� det(A)�

%/ G = Sn� H = An� ;�-*����� �� ���:�"� �����" .��!"� �
#'�!"�/ H ,�	 '�-*����� Sn �� ��	:���!� 
���"� � ��
��

�"� #�'�����	!	�� F����� (Sn : An) = 2�

1/ G = Sn� H = {π ∈ Sn : π(n) = n} .H �	:�	 ����

��!���"� 	*'�-	� 	�	:����!��� � Sn−1/� C�!"� ���:�"�
����� τSn−1 .τ ∈ Sn/ H ,�	 ��	:���!	 ����� #�'�����	

!	� π ∈ Sn� 
�	 π(n) = i� ��� i = τ(n)� <'�!"� ���:�"�

=2



����� Sn−1τ .τ ∈ Sn/ �	��	�� �- ����� #�'�����	!	� π� 
�	
π−1(n) = i� ��� i = τ−1(n)� @ 	���
�� 	� #'��"��7�� #'�

��'	! -���� '�-*����$ �� ��!"� � #'�!"� ���:�"� �����"
'�-��
�"� F����� (Sn : Sn−1) = n�

:�>� ��� 
����� �����&���� ���&��&�
 ��#
 � ��0�( ��� D
������&���

�,%�$�"���� 7�06� <	��'�##� H �'�##" G ��-"!����$
����������� ���� '�-*����$ G �� ��!"� � #'�!"� ���:�"�
�����" #	 H �	!#���6�� ���� gH = Hg ��$ !�$�	�	 g ∈ G� ?	�

�	 H H �	'������$ #	��'�##� ! G� 	*	-��
�6� ���G H � G�

/%�$"�<���� 7�0:� 0���� &�� ����	�� ��� ��������� H
������ G �
	�	�������6

8( H ��������� 	 G9

:( gHg−1 = H ∀ g ∈ G9

;( gHg−1 ⊆ H ∀ g ∈ G!

"�
���������	�! �/ ⇒ �/ gH = Hg =⇒ gHg−1 = Hgg−1 =⇒
gHg−1 = H ��$ !��� g ∈ G�
�/ ⇒ 2/ 	
�!���	�

2/ ⇒ �/ gHg−1 ⊆ H =⇒ gHg−1g ⊆ Hg =⇒ gH ⊆ Hg� <'�

���$�� 2/ ��$ g−1G g−1Hg ⊆ H =⇒ Hg ⊆ gH � F���� gH = Hg
��$ !��� g ∈ G�

/%���%'� �/ @ �*���!	� �'�##� !�$��$ #	��'�##� �	'

�������

�/ @�$��$ #	��'�##� ������� � �	'������� ���� !�	'	� ���:

�"� ����� .��!"� � #'�!"�/ H �	#	������ � #	��'�##��
 *$-��� �� #	��'�##� ������� 2 *"�� �	'�����	�T

2/ SL(n, R)�GL(n, R)� �	 Sn−1 �� $!�$���$ �	'�����	� ! Sn

.��� #'���'" ! #� 1�4/�

=�



<'	�-!	���	� 	�	*'�:���� ��	:���! f : X → Y 	#'����$

�� 	��	+���� ,�!�!������	��� �� X .	*	-��
�� ��	 
�'�- Rf /G

x1
Rf
� x2 ⇐⇒ f(x1) = f(x2)� �		�!����!�67�� '�-*����� X

�� �����" H ,�	 '�-*����� X �� #	��"� #'		*'�-" f−1(y) ,��

����	! y ∈ Im f : f−1(y) = {x ∈ X : f(x) = y}� <���� -����	
#'	�-!	���	� 	��	+���� ,�!�!������	��� R �� X �  �	 	#'���

�$�� '�-*����� ��	:���!� X �� �����" R
,�!�!������"� ��:

�� �	*	� ,������	!� 3���� ,������	!� ,�!�!������"� ,�������
a ∈ X � 	*	-��
��� 
�'�- [a]� F����G [a] = [b] ⇐⇒ a ∼ b�
��	:���!	 ,��� �����	! ��-"!����$ ��
����������	�� X
#	 R � 	*	-��
����$ 
�'�- X/R� F�����$ ���	��
���	� 	�	*

'�:���� π : X → X/R� #'� �	�	'	� ��$ x ∈ X π(X) ����
����� ,�!�!������	��� [x]� ! �	�	'	� ��:�� x� @�'����$ � 	�	*

'�:���6 f : X → Y � ;����	�'�� ���	��
���	� 	�	*'�:����
πf : X → X/Rf � 	#'������ 	�	*'�:���� f̄ : X/Rf → Y � #'�
�	�	'	� ����� f−1(y) 	�	*'�:����$ ! yI f̄ ��R����!�	 � 	�	 *�

����!�	 	�	*'�:���X/Rf �� Im f � F��	��	� 	�	*'�:���� f $!

�$���$ �	�#	-�0��� f = f̄ ◦ πf �6'R����!�	�	 	�	*'�:���$ πf

� ��R����!�	�	 	�	*'�:���$ f̄ � >�� ����	'�-�0�6 	�	*'�:�

��$ f �	:�	 �-	*'�-��� ! !��� ����'���"

X
f−−−−→ Y

πf
↘ ↗ f̄

X / Rf

,

	 �	�	'	� �	!	'$�� 
�	 	�� �	�������!��� #	��	���� �!� #���
#	 ��� f � f̄ ◦ πf �- X ! Y �	!#���6��
 ������� 
�	 #'� -�����"� f � πf 	�	*'�:���� f̄ $!�$��


�$ ������!���"� 	�	*'�:����� X/Rf → Y � ��$ �	�	'	�	 ���

�'���� �	�������!���
<���� ��#�'� f : (G, · ) → (K, ∗ )H �	�	�	'��-� ��	:���! �

*���'�"�� 	#�'�0�$���  ��	+���� ,�!�!������	��� Rf �� G�
�		�!����!�67�� �	�	�	'��-�� f � 	*������ �����67�� �!	�


��!	�G ���� a1
Rf
� a2 � b1

Rf
� b2� �	 a1b1

Rf
� a2b2� 5����!�����


�	� f(a1) = f(a2)� f(b1) = f(b2) � f(a1b1) = f(a1) ∗ f(b1) =

f(a2) ∗ f(b2) = f(a2b2) =⇒ a1b1
Rf
� a2b2�

�,%�$�"���� 7�7;�  ��	+���� ,�!�!������	��� R ��
(G, · ) ��-"!����$ ����/����� 
�������������� ��� 
������

=%



������� ����

a1
R
� a2 � b1

R
� b2 =⇒ a1b1

R
� a2b2. .1��/

���� �� (G, · ) -����� �	��'�,�0�$ R� �	 �� ����	'��	:�

��!� G/R �	:�	 !!���� 	#�'�0�6 • G

[a] • [b] = [ab]

.��� � !"+�� 
�'�- [a] 	*	-��
����$ ����� ,�!�!������	��� ,��

����� a/� @ ���� 1�� ,�	 	#'�������� �	''����	 .�� -�!����
	� !"*	'� ,������	! a � b ! ������� [a] � [b]/ � ���	��
���	�
	�	*'�:���� π : G → G/R� #'� �	�	'	� π(a) = [a]� $!�$���$
�	�	�	'��-�	�� �		�!����!�67�$ ,�	�� �	�	�	'��-�� �	�

�'�,�0�$ �	!#����� � ���	��	�� ?���� 	*'�-	�� �	��-��	

/%�$"�<���� 7�7.� 3���/���� �
	�	���������� ��
�������	� � 
������� ��������� ����	����	��� ��������
�����% ���� � ����
� ���� ��� �	������ 
�����������!


��%��� 7�71 =� )�����% �5�� $"8 ���<���& � *��
��%��� �,�%�+���>� +���� f : (G, · ) → (K, ∗ ) 7 ��������
���� �������	 � 
������� ���������% Rf 7 ����	����	� �
&�� 
���������� �� G% πf : (G, · ) → (G/Rf , · ) 7 
��������
��
����������� � f̄ : G/Rf → K 7 ���
�������% ��� 
������
f̄([a]) = f(a)! 5���� f = f̄ ◦ πf � f̄ �	������ ������������
(G/Rf , · ) �� (Im f, ∗ )!

 ������$ �	���	 #'	!�'���� 
�	 f̄ H �	�	�	'��-�� )	 ,�	
	
�!���	G

f̄([a] · [b]) = f̄([ab]) = f(ab) = f(a) ∗ f(b) = f̄([a]) ∗ f̄([b]).

;����	�'�� ��#�'� ���
��� �	��� (G, · ) H �'�##��  ���
��
	� 	*7��	 ���
�$ �	��	�� ! �	�� 
�	 ��$ �'�## ������$ 	
���
#'	��	� 	#������ �	��'�,�0���

�,%�$�"���� 7�73� <���� f : (G, · ) → (K, ∗ ) H �	�	�	'

��-� �'�##" (G, · ) ! ��	:���!	 � *���'�	� 	#�'�0��� (K, ∗ )�
?	��� (Im f, ∗ ) H �'�##� � #���� e′ H �����0� �'�##" Im f �
E���� f .	*	-��
����$ Ker f/ ��-"!����$ f−1(e′)� ���� Ker f =
{a ∈ G : f(a) = e′}�
=1



/%�$"�<���� 7�72� Ker f 7 ���������� ��������� 	 G!
=��
����� G% ����	����	� &�� ������������ f % 7 ��� ����

����� �� ������� 
����� �� ��������� Ker f !

"�
���������	�! <	��:��� 
�	 Ker f H #	��'�##�� ���� a, b ∈
Ker f � �	 f(ab) = f(a)f(b) = e′� ���� ab ∈ Ker f � ?�� ��� f(e) = e′�
�	 e ∈ Ker f � ���� a ∈ Ker f � �	 f(a−1) = f(a)−1 = e′� ����
a−1 ∈ Ker f � <���� ��#�'� a ∈ Ker f � g ∈ G� ?	��� f(gag−1) =
f(g)e′f(g)−1 = e′� ���� gag−1 ∈ Ker f � ����	!������	� Ker f � G�
<���� a′ ∈ Im f � a′ = f(a)I �	��� f−1(a′) ���� 	��� �- ����


�	! '�-*����$� �		�!����!�67��	 f � <	��:��� 
�	 f−1(a′) =
a Ker f � ?�� ��� f(a Ker f) = f(a) = a′� �	 a Ker f ⊆ f−1(a′)�  *

'���	� #���� b ∈ f−1(a′)� �	��� f(b) = a′� f(a−1b) = f(a)−1f(b) =
e′� ���� a−1b ∈ Ker f � b ∈ a Ker f � ?���� 	*'�-	�� f−1(a′) =
a Ker f �


��%��� 7�70� 3���/���� �
	�	���������� �� ������ G
�	������ 
�����������% ���� � ����
� ���� ��� ����	����	��
�� ���
���� ������ G �� ������� 
����� �� ��
������ ����
������� ���������!

"�
���������	�! <���� R H �	��'�,�0�$ �� G� ?	��� �� ���

�	'��	:���!� G/R !!	����$ 	#�'�0�$ � ������$ ���	��
�����
�	�	�	'��-� π : G → G/R� ��� �		�!����!��� '�-*����� G ��
�����" ,�!�!������	��� 	��	�������	 R �� �	�����	 #'���	:�

��6 1�1�� 	�	 �	!#����� � '�-*������ �� ���:�"� �����" #	
�	'�����	� #	��'�##� Kerπ .�	�	'�$� 	
�!���	� �	!#����� �
�����	� ,������	!� R
,�!�!������"� �����0� �'�##"/�
 *'���	� #���� -����� #'	�-!	����$ �	'������$ #	��'�#


#� H � <	��:��� 
�	 	��	+���� ,�!�!������	���� �		�!����!�

67�� '�-*����6 �� ���:�"� �����" #	 H � $!�$���$ �	��'�

,�0���� @ ,�	� ���
�� ����� ,�!�!�����	��� [a] = aH � )��	
#	��-���� 
�	 ���� a1 ∼ a2� b1 ∼ b2� ���� a2 ∈ a1H � b2 ∈ b1H � �	
a1b)1 ∼ a2b2� F����G a2 = a1h� b2 = b1h

′� a2b2 = (a1h)(a2h
′) =

(a1b1)(b−1
1 hb1)h′� ?�� ��� H �	'������� �	 b−1

1 hb1 ∈ H � 	�����
a2b2 ∈ a1b1H � ���� a1b1 ∼ a2b2�

��	:���!	 ���:�"� �����	! �'�##" G #	 �	'�����	� #	�

�'�##� H 	*	-��
����$ 
�'�- G/H � �	�����	 ����	� !"+� 	*

7�� �	���'��0�� �� ,�	� ��	:���!� �	''����	 	#'����$���$

=4



	#�'�0�$
aH · bH = abH

.�	''����	��� ,�	�	 	#'�������$ ������� ���:� �- �	�	� 
�	
����� abH $!�$���$ #'	�-!������� aH · bH ��� #	���	:���!
! G� � #	�	�� �� -�!���� 	� !"*	'� #'�����!������ a � b ! ����

��� aH � bH/� F���� ���	��
����� �	�	�	'��-� π : G → G/H �
?�� ��� 	*'�- �'�##" #'� �	�	�	'��-�� $!�$���$ �'�##	�� �	
G/H � !!�����	� 	#�'�0��� ���� �'�##��  �� ��-"!����$ ��
�
���������� �'�##" G #	 H � �����0�� �'�##" G/H ���:��
π(e) = H � 	*'���"� � aH ���� a−1H �
<'�������� 	*7�� ��	'��" 	 �	�	�	'��-�� .��	'��" 1�1�/

� ���
�6 �	�	�	'��-�	! �'�## ���� �����67�6 ��	'����


��%��� 7�77 =� )�����% �5�� $"8 )%!,,>� +����
f : (G, · ) → (K, ∗ ) 7 ����������� �����% H = Ker f %
πf : (G, · ) → (G/H, · ) 7 
��������
�� ����������� �
f̄ : G/H → K 7 ���
�������% ��� 
������ f̄(aH) = f(a)! 5���
�� f = f̄◦πf � f̄ �	������ ������������ (G/H, · ) �� (Im f, ∗ )!
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�#� ��
!��! 
�$%�	 � ��$!

=��� ����������� ����,
� �!3�� � ���,�
��#
��� ���$���
1 ��� ���

�,%�$�"���� 9�.� ��	:���!	 R� �� �	�	'	� -����" �!�
*���'�"� 	#�'�0��G + .��	:����/ � · .���	:����/ ��-"!����$

������� ���� !"#	��$6��$ �����67�� ���	!�$G

�/ (R, +) H �*���!� �'�##�I

�/ !"#	��$6��$ -��	�" ����'�*���!�	���G

a (b + c) = ab + ac, (a + b) c = ac + bc ∀ a, b, c ∈ R.

�����67�� #'���	:���� #	��-"!���� 
�	 ,������ 0 ∈ R �
	#�'�0�$ !"
�����$ a − b = a + (−b) ! #'	�-!	���	� �	��0�
	*����6� 	*"
�"�� �!	���!����

/%�$"�<���� 9�1� +���� R 7 
�����! ∀ a, b, c ∈ R

a · 0 = 0 · a = 0, a (−b) = −ab = (−a) b,

a (b − c) = ab − ac, (a − b) c = ac − bc.

"�
���������	�! F����G

a · 0 = a (0 + 0) = a · 0 + a · 0 =⇒ a · 0 = 0;

a (−b) + ab = a (−b + b) = a · 0 = 0 =⇒ a (−b) = −ab;

a (b − c) = a (b + (−c)) = ab + a (−c) = ab + (−ac) = ab − ac.

 ������"� '�!����!� �	��-"!�6��$ ����	��
�	�

=(



B������� 
�	 ! 	*7�� 	#'�������� �	��0� �� �'�*����$� 
�	

*" 	#�'�0�$ ���	:���$ *"�� ���	0����!�	�� @�:�"� #'���

'	� �	��0� � �����	0����!�"� ���	:����� $!�$���$ ��	:�

��!	 �'����'�"� !���	'	! � 	*"
�	� 	#�'�0��� ��	:���$ �
!���	'�"� ���	:������

�,%�$�"���� 9�3� 3	��0	 R ��-"!����$ ���������	����
���� 	�	 ��	!���!	'$�� ���:� ���	!�6

2/ (G, · ) H #	���'�##��
<	��	���� ! �������+�� �" *���� '������'�!��� �	���	

���	0����!�"� �	��0�� �	 #	� ��-!����� K�	��0	L �" !�����
*���� #	������ K���	0����!�	� �	��0	L�
9*���!� �'�##� (R, +) ��-"!�6� ������	��� ������� 
����

��� � #	���'�##� (R, · ) H ��	 ���������
���	��� ���������
����

�,%�$�"���� 9�2� 3	��0	 R ��-"!����$ 
������ � ������
���� ���� !"#	��$���$ ���	!��

�/ ��7���!��� ����'����"� ,������ 	��	�������	 	#�'�0��
���	:���$�

?��	� ,������� ��� �" -����� �	:�� *"�� �	���	 	���I 	�
��-"!����$ �������� 
����� � 	*	-��
����$ 
�'�- 1� B�������

�	 ���� 1 = 0� �	 �	��0	 �	��	�� �	���	 �- 	��	�	 ,�����

�� 0� ?��	� �	��0	 ��-"!����$ �'�!�����"� .��� ����!"�/� @
�	��0� � 1 �	:�	 �	!	'��� 	* 	*'���"� ,�������� 	��	������

�	 	#�'�0�� ���	:���$ � 	* 	*'����"� ,��������� ��	:���!	
U(R) !��� 	*'����"� ,������	! �	��0� � �����0�� ���	�
�!	
	��	�������	 	#�'�0�� ���	:���$ � $!�$���$ �'�##	�� �� ���

:� ��-"!�6� ������� ������ �	��0� R�

�,%�$�"���� 9�0� >������ a �	��0� R ��-"!����$ ��!"�
.#'�!"�/ ��������� ���$ ! R� ���� ! R ��7���!��� ���	� ,��

���� b �= 0� 
�	 ab = 0 .�		�!����!���	� ba = 0/�
>������ 0 ! �6*	� �	��0�� �	�����	 ,�	�� 	#'�������6� $!


�$���$ .�'�!�����"�/ ��������� ���$�

�,%�$�"���� 9�7� 3	��0	 R ��-"!����$ �	��0	� *�- ��

������� ���$� ���� 	�	 �� �	��':�� ���'�!�����"� ���������
���$� ���� ��	!���!	'$�� ���	!�6
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%/ ���� ��$ a, b ∈ R ����� ����	 ab = 0� �	 a = 0 ��� b = 0�

 
�!���	� ,�	 '�!�	�����	 �	��� 
�	 ��	:���!	R∗ = R\{0}
���	�
�!	 	��	�������	 ���	:���$�

/%�$"�<���� 9�9� # 
����� R ����� ��
��&��� ���	�
'����	�( �� ������� a ∈ R% ���� � ����
� ���� a �� �	������
��	�� '����	����	����% ���	��( ��������� ����! # 
����� �
�������� �
������� �������� �� �	�� ��� ���������� ���
��!

"�
���������	�! 5����!������	� ���� �� a !	-�	:�	 �	�'�

7���� ���!�� �	 �- ab = 0 = a · 0 �������� 
�	 b = 0�  *'��

�	� ���� a �� $!�$���$ ��!"� ��������� ���$ � ab = ac� �	
ab − ac = a (b − c) = 0 =⇒ b − c = 0� ���� b = c� ���� a 	*'����
� ab = 0� �	 b = a−1 · 0 = 0�

�,%�$�"���� 9�6� 3	��0	 R ��-"!����$ 
��������	�
���� ���� !"#	��$���$ ���	!��

1/ 	#�'�0�$ ���	:���$ ! R �	�������!���

�,%�$�"���� 9�:� 3	��0	 R ��-"!����$ ����� .��� 
����
��� � ��������/� ����

4/ R �	��':�� 1 �= 0� � !�$��� ������!	� ,������ �- R 	*'�

����

F- #'���	:���$ 4�4 �������� 
�	 ! ���� ��� ��������� ��

�$� ���� R H ���	� �	 U(R) = R∗ = R \ {0}� R∗ ��-"!����$
���������
���	��� ������� �����

�,%�$�"���� 9�.;� +���� ��-"!����$ �	�������!�	�
�	��0	 � 1 �= 0� ! �	�	'	� !�$��� ������!	� ,������ 	*'�����
5'����� ��	!���� #	��� ��-"!����$ �	�������!�	� ���	�

@ #	�� !"#	��$6��$ !�� ���	!�$ �/P4/� @�:�	��� #	�$��$ #	

�$ �!$-��� � ���� 
�	 !�� �-�	:���"� '���� ! ��'�� !"�+��
����*'" '�-������"� ����67���$ ������ ������"� �'�!������
	#'����������� ������	� -�!����	��� !���	'	!� #	�$��� '�����
'�-��'�	���� *�-���� #	�#'	��'����!�� ��	'�� ���'�0� #	��	

���6 �	�'��$6��$� ���� ! ��� -������� �����!������"� 
����
,��������� #'	�-!	���	�	 �����'	!���	�	 #	�$�

(�



/%���%'� @	 !��� #'���'��� �	��� 	#�'�0�� �� ���-��"�
���6��$ ! !��� 	*"
�"� ��	:���� � ���	:�����

�/ Z H �	�������!�	� �	��0	 � 1 *�- ��������� ���$� �� $!

�$67���$ #	���I U(Z) = {±1}�

�/ Q, R H #	�$�

2/ ���� n H 0��	� 
���	 > 1� �	 nZ H �	�������!�	� �	��0	
*�- ��������� ���$� �� ���67�� �����0"�

�/ Mn(R) #'� n � 2 H ���	�������!�	� �	��0	 � �����0���
U(Mn(R)) = GL(n, R)� >�	 �	��0	 �	��':�� �������� ��

�$�

C�$��� 9�..� <	��-���� 
�	 ! Mn(R) !�� !"'	:���

�"� ���'�0" .� �	���	 	��/ $!�$6��$ �������$�� ���$�

�	:�	 '������'�!��� ���'�0" � ,��������� �- #'	�-

!	���	�	 ����	�	 �	��0� R� 5�$ ��� 	*"
�"� 	*'�-	�
	#'����$6��$ ��	:���� � ���	:����� ��	:���!	 Mn(R)
�!��'���"� ���'�0 #	'$��� n � ,��������� �- R $!�$��

�$ �	��0	� .� 1� ���� R H �	��0	 � 1/� ���� R H �	���

����!�	� �	��0	� �	 ��$ ���'�0 �- Mn(R) 	*"
�"� �#	

�	*	� !!	����$ #	�$��� 	#'��������$� �	�	'"� 	*������
	*"
�"�� �!	���!��� .'�-�	:���� #	 ��'	�� ��� ��	�*0��
	#'��������� #'	�-!�����$/�

C�$��� 9�.1� <���� R H �	�������!�	� �	��0	 � 1�

�/ <	��-���� 
�	 U(Mn(R)) = {A ∈ Mn(R) | detA ∈
U(R)}�

*/ <	��-���� 
�	 ���'�0� A ∈ Mn(R) $!�$���$ ������

��� ���$� ���� � �	���	 ���� detA H �������� ���$ !
R�

!/ <���� AHm×n
���'�0� ��� R� <	��-���� 
�	 ��	�*

0" ���'�0" A ������	 -�!����" ��� R .! 	*"
�	�
��"���/� ���� � �	���	 ���� ��7���!��� ���	� ,��

���� a ∈ R, a �= 0� 
�	 aΔ = 0 ��$ !��� n×n
���	'	!
���'�0" A�

(�



%/ <���� R H �6*	� �- �����67�� ��	:���! ����0��� #'�

����67�� !�7���!���"� -��
���$� � ����	� 	*�����6
	#'�������$ .���	�	'"� ����'!��	�/ �� 
���	!	� #'$

�	�G !�� ����0��I ��#'�'"!�"� ����0��I ����0��� 	*

����67�� #'	�-!	��"�� �	 ���	�	'	�	 #	'$��� k � ∞�
3�:�	� �- ,��� ��	:���! 	*'�-��� �	�������!�	� �	��

0	 � �����0��� ���67�� �������� ���$� U(R) H ��	:�

��!	 ����0��� �� 	*'�7�67���$ ! 	*����� 	#'�������$
! ����� 3	��� R H ��	:���!	 !��� ����0��� !�� ��	*'�

���"� ����0�� $!�$6��$ �������$�� ���$I ! 	������"�
���
�$� �������$�� ���$ $!�$6��$ ����0��� 	*'�7�6

7���$ ! ���� �� ���	�	'	� ����'!����

1/ <���� M H ��#���	� ��	:���!	 � R H ��	:���!	 !���
#	���	:���! ! M � @!���� �� R 	#�'�0��G

a + b = (a ∪ b) \ (a ∩ b) .������'�
����$ '�-�	���/,
a · b = a ∩ b.

R H �	��0	 � 1� ! �	�	'	� a + a = 0 � !�$��� ,������
����#	������ .���� a2 = a/� 3	��0� � ,���� �!	���!���
��-"!�6��$ *���!"���

C�$��� 9�.3� <	��-���� 
�	 *���!	 �	��0	 R �	���

����!�	I ���� |R| > 2� �	 ! ��� ���� �������� ���$� � �	���
|R| = 2� �	 ,�	 #	���

C�$��� 9�.2� 5	��-���� 
�	 �	��
�	� �	��0	 .�	��'

:�7�� *	��� 	��	�	 ,�������/ *�- ��������� ���$ $!�$

���$ ���	� .�� ���	� ���� H #	���� �	 ,�	 *	��� �'����$
-���
�/�

=��� .���,
 � ���� ��
���� ��+����

/���%����� ��"#+� &'����& ,� ��$!"@ n� <���� n H
����'����	� 
���	 > 1� 5!� 0��"� 
���� a, b ��-"!�6��$ �'�!

���"�� #	 �	���6 n .	*	-��
����$ a ≡ b mod n/� ���� n | b−a

(2



.n ����� b−a/� >�	 ���� 	��	+���� ,�!�!������	��� �� ��	:�

��!� 0��"� 
����� � �����" ,�!�!������	��� 	��	�������	 ,�	�	
	��	+���$ ��-"!�6��$ �������� !"
��	! .	�����	!/ #	 �	���6
n� #	��	���� ��:�"� ���	� ����� �	��	�� �- !��� 0��"� 
�����
���67�� 	��� � �	� :� 	����	� #'� ������� �� n� F�����$
�	
�	 n ����� �����	!� � ��	:���!	 ,��� �����	! 	*	-��
����$

�'�- Z/n� 3���� !"
��	! 0��	�	 
���� a 	*	-��
����$ 
�'�- [a]
.���� #'� ��	*�	���	���� 
�'�- [a]n/� � [a] = [b] ⇐⇒ n | b − a�
 #'������ �� ��	:���!� Z/n 	#�'�0�� ��	:���$ � ���	:���$G

[a] + [b] = [a + b];

[a][b] = [ab].

&�	*" ,�� 	#�'�0�� *"�� �	''����"��� ��:�	 #'	!�'���� 
�	
'�-������ 	#�'�0�� -�!���� �	���	 	� -�����"� �����	! !"


��	!� � �� 	� !"*	'� ! ��� 0��"� 
���� a � b� <'�!����
#'	!�'�� ��$ ���
�$ ���	:���$ .��$ ��	:���$ ����	��
�	/�
<���� [a] = [a′], [b] = [b′]� ���� ∃ ����� 0��"� 
���� k, l� 
�	
a′ = a + kn, b′ = b + ln� ?	��� a′b′ = ab + (kb + al + kln)n�
���� [a′b′] = [ab]� C���	 !������ 
�	 (Z/n, +) ���� �*���!� �'�#

#�� )���� ���:�� ����� [0]� �	��	$7�� �- 
����� �'���"� n� �
−[a] = [−a]� C���	 ���:� !������ 
�	 (Z/n, + , · ) ��	!���!	'$��
����	��� �	��0�� @	�� ��#'���'� #'	!�'�� ����'�*���!�	���G

[a] ([b] + [c]) = [a][b + c] = [a (b + c)] = [ab + ac] =

= [ab] + [ac] = [a][b] + [a][c].

B������� 
�	 #	��'	���� (Z/n, +) ���� 
����"� ���
�� �	�

��'��0�� ����	'�'�##" .��� #� 1�=/� Z/n H �	�������!�	�
�	��0	 � �����0�� .�����0�� ���:�� ����� [1]/� ��	 ������!

��$ �'�##� H 0����
����$ �'�##� #	'$��� n � #	'	:��6

7�� ,������	� [1]� ���� 
���� k � n �� !-����	 #'	��"� ����
k = k′d, n = n′d, d > 1� �	 ����� [k] $!�$���$ ��������� 0G
[k][n′] = [kn′] = [k′n] = [0]� ���� k � n !-����	 #'	��"� �	
����� [k] �� $!�$���$ ��������� 0� 5����!������	� ���� �����
[l] �= 0� ���� l �� ������$ �� n� �	 kl �� ������$ �� n� � #	�	��
[k][l] = [kl] �= 0� )� ���	� ����� ���� [k] � [n] !-����	 #'	��"�
�	 ����� [k] 	*'���� ! Z/n� >�	 ������� �- �����67�� ����"�

(�



����� 9�.0� # 
������� 
��������	��� 
����� R � ����
����� 	��
�� ���������� ���� �
�����!

"�
���������	�! 5����!������	� ���� a H ���������� 0� �	 !��
,������" ax, x ∈ R� '�-��
�"� � #	�	�� 	��� �- ��� '�!�� 1�

?���� 	*'�-	�� �	��-��	

/%�$"�<���� 9�.7� F����� U(Z/n) �
������$ �������
��	 
����� Z/n ������� �� 
�����	 	�����	 �����% 	������
������$ � n! .����� Z/n �	������ �����% ���� � ����
� ����
n 7 ������� �����! # ������ ���������� n 
����� Z/n ������
��� �������� ����!

�"�$��&�� 9�.9� F����� U(Z/n) ����� ������
 ϕ(n)% ���
ϕ 7 ���
��� >�����!

�"�$��&�� 9�.6 =�*�*H����8 ��"�8 ���%��� I�%��>�
-��� ����� ����� k 	������ ������ � n% ��

kϕ(n) ≡ 1 mod n.

"�
���������	�! 5����!������	� ! �'�##� U(Z/n) �����G
[k]ϕ(n) = [1]�

@ 
����	� ���
��� �	��� n = p H #'	��	� 
���	� �����
ϕ(p) = p − 1 � #	��
���

�"�$��&�� 9�.: =��"�8 ���%��� I�%��>� -��� ����� ���
��� k �� ������� �� ������� ����� p% ��

kp−1 ≡ 1 mod p.

=�-� 9������,
 � �������� �� � ��0�( � �
�(� ��0�( � ����,� ��&��
 
��� ��0�( ��

�,%�$�"���� 9�1;� <	��	��0	� �	��0� ��-"!����$ #	�

�'�##� ��	 ������!�	� �'�##"� ���	�
�!�$ 	��	�������	 ���	

:���$�

(%



 
�!���	� 
�	 #	��	��0	 �	�������!�	�	 �	��0� �	�����

��!�	� � #	��	��0	 �	��0� *�- ��������� ���$ ���:� �� �����
��������� ���$� @ �	 :� !'��$ #	��	��0	 �	��0� � 1 �	:�� ��
����� �����0" .��#'���'� #	��	��0	 
���"� 
���� ! �	��0�
0��"� 
����/� �	 ��:� ���� 	�	 ����� �����0�� �	 ��	 �����0�
�	:�� �� �	!#����� � �����0�� �	��0� .��#'���'� #	��	��0	
! Mn(R)� �	��	$7�� �- !��� ���'�0 � ����!	� #	������� ��'	

�	� � #	������� ��	�*0	�/�  ����	� ����� ����	

/%�$"�<���� 9�1.� #��
�� ������	�� ���
����� 	 ����%
��� &�� ������� '	 ���������% 	��
�� �������( ��������
������� ����!

"�
���������	�! 5����!������	� ! #	�� ������$ �	���	 	���
,������� 	���
�"� 	� ���$� � �����	 �����0�� ��	!���!	'$6

7�� �'�!����6 x2 = x�

@ #'���	:���� 4��� �	:�	 !����	 #	�$� *	��� 	*7	� '��

����'�!��� �6*	� �	��0	 � 1 *�- ��������� ���$�

<'���'��� #	��	��0 � #	�#	��� �	��� ���:��� Z ⊂ Q ⊂ R

� .���� 	�	:����!��� 
���� � �		�!����!�67��� ����$'�"��
���'�0���/ R ⊂ Mn(R)�
<���� Q(

√
2) 	*	-��
��� ��	:���!	 ��� �����!������"� 
�


���� �	�	'"� �	:�	 #'�����!��� ! !��� a + b
√

2, a, b ∈ Q� >�	
��	:���!	 ���	�
�!	 	��	�������	 ��	:���$ � ���	:���$ �
$!�$���$ #	�#	��� ! R�

@ �6*	� �	��0� � 1 ��	:���!	 {n · 1 | n ∈ Z} $!�$���$
#	��	��0	��

�,%�$�"���� 9�11�  �	*'�:���� �	��0 f : R → S ��-"

!����$ �������������� ����

f(a + b) = f(a) + f(b) �

f(ab) = f(a)f(b) ∀ a, b ∈ R,

���� ���� ,�	 	�	*'�:���� $!�$���$ 	��	!'�����	 �	�	�	'��-

�	� ��$ ������!�"� �'�## � ������#������!�"� #	���'�##
,��� �	��0�

(1



5�$ �6*"� �!�� �	��0 R, S !����� ��7���!��� ����!	� �	

�	�	'��-� R → S .!�� ,������" 	�	*'�:�6��$ ! ����/�  
�

!���	� 
�	 	*'�- Im f �	�	�	'��-�� f : R → S $!�$���$ #	�

�	��0	� ! S�

/%�$"�<���� 9�13� -��� R 7 ����% �� 	��
�� ��������
���� f : R → S ��
� ����	��% ��
� ��D�
��	��!

"�
���������	�! <���� ��$ �!�� ,������	! a1, a2 ∈ R�
a1 �= a2� f(a1) = f(a2)� ?	��� f(a2 − a1) = 0 �� ��� ��� ��7�

��!��� (a2 − a1)−1, f(1) = f((a2 − a1)−1(a2 − a1)) = 0� � �	���
f(a) = f(a · 1) = 0 ∀ a ∈ R�

5�$ !�$�	�	 #	��	��0� R ⊂ S ������$ �	�	�	'��-� !�	:�

��$ i : R → S�

/%���%' )�����% �5��&� �� 3��	��
����� �	�	

�	'��-� π : Z → Z/n� #'� �	�	'	� π(k) = [k] ��$
!��� k ∈ Z�

�� ���� m | n� �	 ������$ �	�	�	'��-� πn,m : Z/n → Z/m�
#'� �	�	'	� πn,m([a]n) = [a]m .	#'�������� �	''����	�
��� ��� !�� 
���� �- [a]n ��:�� ! 	��	� � �	� :� ������
!"
��	! #	 �	���6 m/�

>�� #'���'" #	��-"!�6�� 
�	 �!	���!	 �	��0� *"�� ���
�� *"�� �	��0	� *�- ��������� 0 �	:�� �� �	�'��$���$
#'� �	�	�	'��-���

2� ���� R H �	��0	 � 1� �	 	�	*'�:���� f : Z → R� #'�
�	�	'	� f(n) = n · 1� $!�$���$ �	�	�	'��-�	��
<'� �	�	�	'��-��� �	��0 �����0� �� 	*$-��� #�'��	����
! �����0�� 	����	 ���� f : R → S H �6'R����!�"� �	�	

�	'��-�� � R H �	��0	 � 1� �	 f(1) ���� �����0� �	��0� S�
<'� �6'R����!�	� �	�	�	'��-�� f : R → S �- �	�����

��!�	��� R� 	
�!���	� ������� �	�������!�	��� S�

�,%�$�"���� 9�12� <���� R � S H �	��0��  �	*'�:����
f : R → S ��-"!����$ ������������� ���� 	�	 *�����!�	 �
$!�$���$ �	�	�	'��-�	�� 3	��0� R � S ��-"!�6��$ ��������
����� ���� ��:�� ���� ��7���!��� �-	�	'��-��

(4



�,%�$�"���� 9�10� F-	�	'��-� �	��0� R .�'�##"� #	

���'�##" � �'�/ �� ��*$ ��-"!����$ �	������������ ��	:�

��!	 �!�	�	'��-�	! R 	*'�-��� �'�##� 	��	�������	 �	�#	-�

0�� .�	�����	 #'���	:���6 1��2/� �	�	'�$ 	*	-��
����$ 
�'�-
Aut(R)� �����0�� ,�	� �'�##" ���:�� �	:����!���"� �!�	

�	'��-��

C�$��� 9�17� )���� �'�##� �!�	�	'��-�	! ��$ !�$�	�
0����
���	� �'�##"�

C�$��� 9�19� �/ <	��-���� 
�	 �	��0� Z, Z/n� #	�$ Q, R

	*����6� �	���	 �	:����!���"�� �!�	�	'��-�����

*/ )���� !�� �!�	�	'��-�" #	�$ Q (
√

2)�

=��� E
�
���������
 ����

/%�$"�<���� 9�16� #�� ������	�� �������� ���� ��� �
�����
�	�� ������
 	 ��� ������	��� ������! >��� ������

��
� 
��
������% ��
� �	������ ������� ������!

"�
���������	�! 5	��:�� ,�	 ��!�':����� ! *	��� 	*7��
���
�� H ��$ �6*	�	 �	��0� R � �����0�� *�- ��������� ��

�$� <���� a ∈ R, a �= 0I #	��:��� 
�	 O(a) = O(1)� 5�$
,�	�	 ���	 #	��-���� 
�	 ��$ 0��	�	 #	�	:������	�	 
���� n
na = 0 ⇐⇒ n · 1 = 0� F����G

na = a + . . . + a︸ ︷︷ ︸
n ������
��

= ( 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
n ������
��

) · a = (n · 1) · a.

<	,�	�� n · 1 = 0 =⇒ na = 0� � 	*'���	� ������� �- �	�	� 
�	
a �= 0 � ! �	��0� ��� ��������� ���$� <���� ��#�'� ,�	� #	'$�	�
'�!�� nI #	��:��� 
�	 n H #'	��	� 
���	� @ #'	��!�	� ���
��
n = kl, 0 < k < n, 0 < l < n� �

n · 1 = ( 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
k ������
��

) ( 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
l ������
��

) = (k · 1)(l · 1) = 0,

�	 k · 1 �= 0 � l · 1 �= 0�

(=



�,%�$�"���� 9�1:� <���� K H #	��� ���� 	*7�� #	'$

�	� ������!"� ,������	! #	�$ K '�!�� #'	��	�� 
���� p� �	
�	!	'$�� 
�	 #	�� K ����� ��'����'������ p� ���� ,�	� #	'$

�	� *���	��
�"�� �	 �	!	'$�� 
�	 #	�� K ����� ��'����'������
����� E�'����'������ #	�$ K 	*	-��
����$ 
�'�- charK�

/%���%'� @�� #	�$� �	���!����"� �- 
����� ���6� ��'��

��'������ 0� <	�� Z/p ����� ��'����'������ p� ���� K H #	�

#	�� #	�$ L� �	 #	�$ K � L ���6� 	�����	!�6 ��'����'�������
3�� #	��-"!��� #'���' �	��0� Z/n #'� �	���!�	� n� ! �	��

0� � �������$�� ���$ ������!"� ,������" �	��� ����� '�-�"�
#	'$��� ! ������!�	� �'�##��  ����	 ! �	��0� � 1 #	'$�	�
�6*	�	 ,������� $!�$���$ ��������� O(1)�


��%��� 9�3;� +���� K 7 ����! -��� K ����� $���
���
�����
� 0% ��� ������� ������	����� ��D�
��	��� ��������
���� f : Q → K! -��� K ����� $���
�������
� p% �� ����
���� ������	����� ��D�
��	��� ����������� f : Z/p → K!
# �
��$ ������$ Im f �	������ ������	����� �����������
�������� ���� K '�!�! ���������� 	 � 
�� ��� �������(!

"�
���������	�! <���� charK = 0� ?	��� !�� ,������" n·1 �= 0
.n ∈ Z, n �= 0/� B������ 	�	*'�:���� f : Q → K� #	�	:�!
f(m/n) = m · 1 · (n · 1)−1 (n �= 0)� ?�� ��� -�#��� '�0�	�����	�	

���� ! !��� �'	*� ��	��	-��
��� ��	*�	���	 #'	!�'��� �	'

'����	��� ,�	�	 -�����$� <���� m/n = r/s� ���� sm = nr� ?	���
! #	�� K (s1)(m1) = (n1)(r1)� 	����� (m1)(n1)−1 = (r1)(s1)−1�
>�	 	�	*'�:���$ $!�$���$ �	�	�	'��-�	�G

f(m1/n + m2/n) = f((m1 + m2)/n) = (m1 + m2)1 · (n1)−1 =

= m11 · (n1)−1 + m21 · (n1)−1 = f(m1/n) + f(m2/n);

f(m/n · r/s) = f(mr/ns) =

= (mr)1 · (ns1)−1 = (m1)(r1) · (n1)−1(s1)−1 =

= [(m1)(n1)−1] · [(r1)(s1)−1] = f(m/n) · f(r/s).

<	��	���� f H ������!	� �	�	�	'��-� #	�$� f ��R����!���
?�� ��� #'� �6*	� ������!	� �	�	�	'��-�� 1 ∈ Q #�'��	���
! 1 ∈ K� �	 f 	#'������ 	��	-��
�	�

((



<���� ��#�'� charK = p� B������ 	�	*'�:����
f : Z/p → K� #'� �	�	'	� f([k]p) = k1� ?�� ��� O(1) = p
! K� �	 k1 = l1 ⇐⇒ k ≡ l mod p � 	�	*'�:���� f 	#'������	
�	''����	�  �	� 	
�!���	� $!�$���$ �	�	�	'��-�	�� �	�	'"�
��R����!�� � 	#'������ 	��	-��
�	�
@ 	*	�� ���
�$� #	�#	�� Im f �	��':���$ ! �6*	� #	�#	


�� L #	�$ K� ��� ��� 1 ∈ L� � #	�	�� !�� ,������" n1 ∈ L�
n ∈ Z� � (m1)(n1)−1 ∈ L (n1 �= 0)�

 �	:����!�$$ �		�!����!���	 Q ��� Z/p #	�'����!	� f
� Im f � #	��
���

�"�$��&�� 9�3.� #��
�� ���� K �������� 	 
�����	�
������	������ ������������ ������� ��
� ���� Q '����
charK = 0(% ��
� Z/p '���� charK = p(! >�� ������� �����
	����� ������� �������� 	 K!

/%�$"�<���� 9�31� +���� K 7 ���� $���
�������
� p!
"�� � 
�$ a, b ∈ K � � 
��� ������ n � 1

(a + b)pn

= apn

+ bpn

.

"�
���������	�! 5�$ n = 1 �����G

(a + b)p =
p∑

k=0

(
p

k

)
ap−kbk = ap + bp,

��� ��� #'� 1 � k � p − 1 *��	������"� �	,���0����"
(

p
k

)
���$��$ �� p� 5�$ #'	�-!	���	�	 n ��!�':����� #	��
����$ ��

���0����

���



�&� ����$�
�
�� '��$	

>��� 9��������� ���� �� �������% +����

B���
� �	��	�� ! #	��'	���� #	�$ C� �	�	'	� 	*������ ���

��67��� �!	���!���G

�/ C ⊃ R .��� #	�#	��/I

�/ C �	��':�� ,������ i� ���	� 
�	 i2 = −1 .�	��� C �	��'

:�� �	
�	 �!� �	'�$ �- −1G ,�	 i � −i� ��� ��� ���� ! #	��
a2 = b2� �	 a2 − b2 = (a − b)(a + b) = 0 � ��*	 a = b� ��*	
a = −b/I

2/ C ���������	 	��	�������	 �!	���! �/ � �/� ���� ���� ���	

�	'	� #	�#	�� L ! C �	��':�� R � i� �	 L = C�

�" #	��'	�� �'� �-	�	'��"� ��:�� �	*	� '����-�0�� ��

�	�	 #	�$� ;������'�!��� �'� ��	:���!�G

�/ ��	:���!	 !��� �	
�� .!���	'	!/ �� �!����	!	� #�	��	

��� � �����'	!���	� #'$�	��	���	� ����'�	!	� ������	�
�		'������

�/ ��	:���!	 {(a, b) | a, b ∈ R} !��� #�' �����!������"�

�����

2/ ��	:���!	 !��� ���'�0 !���{(
a −b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R

}
.

 �	:����!�� ,�� �'� ��	:���!� ��:�� �	*	�� <�'!"� �!�
��	:���!� 	�	:����!�$6��$ #	�'����!	� �	#	���!����$ ��:

�	� �	
�� �� ����'�	!"� �		'������ @�	'	� � �'���� 	�	:����!

�$�� #	�'����!	� �		�!����!�$

(a, b) ↔
(

a −b
b a

)
.

���



� �
��	� ,�	�	 	�	:����!����$ !�� �'� ��	:���!� *���� 	*	

-��
��� 	���� � ��� :� ���!	�	� C� @!���� �� C 	#�'�0��
��	:���$ � ���	:���$� )� ��:�	� �- ���-���"� ��	:���!
�:� ������$ �-!�����$ 	#�'�0�$ ��	:���$G �		�!����!���	 ��	

:���� !���	'	!� ��	:���� !���	'	!
��'	� .����" �/� ��	:����
���'�0� <'� �������	� 	�	:����!����� ,�� 	#�'�0�� #�'��	

�$� �'�� ! �'���� ��� 
�	 �� C ����� 	#�'�0�6 ��	:���$ �
(C, +) $!�$���$ �*���!	� �'�##	��
;������'�!���	� ��	:���!	 ���'�0 ���	�
�!	 	��	������


�	 ���	:���$G(
a −b
b a

) (
c −d
d c

)
=

(
ac − bd −(ad + bc)
ad + bc ac + bd

)
.

���	:���� ���'�0 ���	0����!�	 � �!$-��	 �	 ��	:����� -�

�	���� ����'�*���!�	���� 3'	�� �	�	� �- �	'���" ��$ #'	�-

!�����$ ��#	�'����!���	 !���	� 
�	 ! ���
�� ���'�0 '������

'�!���	�	 !��� ���	:���� �	�������!�	� >�� 	#�'�0�$ ���	

:���$ #�'��	����$ �� �		�!����!�67�� #�'" �����!������"�

���� � ��$ ��� -�#��"!����$ ! !���G

(a, b) · (c, d) = (ac − bd, ad + bc).

?�� ��� det
(

a −b
b a

)
= a2 +b2 �= 0 ��$ ������!"� ���'�0� �	 ����


��!"� ���'�0" '������'�!���	�	 ��	:���!� ���6� 	*'����6
� 	*'����$ ��:�� ! �	� :� ��	:���!�G

(
a −b
b a

)−1

=
1

a2 + b2

(
a b
−b a

)
.

?���� 	*'�-	�� ��	:���!	 C � !!�����"�� 	#�'�0�$�� ��	:�

��$ � ���	:���$ $!�$���$ #	����
 �	:����!�� �����!������	� 
���	 a � �		�!����!�67��

�	
�	� �� 	�� �*�0��� .!�7���!����$ 	��/� �		�!����!���	 � #�

'	� (a, 0) � ����$'�	� ���'�0��

(
a 0
0 a

)
� >�	 	�	:����!����� #	-


!	�$�� �
������ 
�	 R ���� #	���	:���!	 ! C� <'� ,�	� ��$
,������	! �- R !!�����"� 	#�'�0�� �	!#���6� � 	*"
�"� ��	

:����� � ���	:����� �����!������"� 
����� ��� 
�	 R H #	�

#	�� ! C�  *	-��
�� 
�'�- i ���'�0�

(
0 −1
1 0

)
.�		�!����!���	

#�'� (0, 1) � �		�!����!�67�6 �� �	
�� �� 	�� 	'�����/� ?	���

���



i2 = −1� @ ��'����� !!�����"� 	#�'�0�� !�$��� ,������ z ∈ C�
#'�����!�$��"� #�'	� (a, b) ��� ���'�0��

(
a −b
b a

)
� 	��	-��
�	

-�#��"!����$ ! !��� z = a + bi �� ����	!������	� �	��':���$ !
�6*	� #	�#	�� #	�$ C� �	��':�7�� R � i� ?���� 	*'�-	�� #	

��'	���	� #	�� C ��	!���!	'$�� !��� �'�� ��	'����'	!���"�
!"+� ���	!�$��
>������" #	�$ C ��-"!�6��$ 
�����
����� �������� B�


#��� ! !��� z = a+ bi ��-"!�6� ��	��� ����*'��
���	� �	'�	�
�	�#�����	�	 
���� z� 3	�#�����"� 
���� � b = 0 �" 	�	:

����!��� � �����!������"�� 
������I 
���� !��� bi .� a = 0/
��-"!�6��$ 
���	 ����"��� �� �		�!����!�6� �	
�� �� 	��
	'����� .�����$ 	��/� ���� z = a+ bi� �	 a � bi ��-"!�6��$ �	

	�!����!���	 �����!������	� � ����	� 
���$�� �	�#�����	�	

���� � 	*	-��
�6��$ Re (z) � Im (z)�

����� 6�.� +���� K 7 ����% �������&�� R � ��
�� ����
���� j% ��� j2 = −1! 5���� ���
������� f : C → K% ���

������ f(a + bi) = a + bj% �	������ '��D�
��	���( �����
���������% � ��� ������	����� �����������% ��� 
������
���� R ���
�������� �������	����% � i ����$���� 	 j!

"�
���������	�! ?	� 
�	 f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2)� 	
�!���	�
<'	!�'��� 
�	 f(z1z2) = f(z1)f(z2)� <���� z1 = a+bi, z2 = c+di�
F����G

f(z1)f(z2) = (a + bj)(c + dj) = ac + adj + bcj + bjdj =
= (ac − bd) + (ad + bc)j = f((ac − bd) + (ad + bc)i) =

= f((a + bi)(c + di)) = f(z1z2).

������!���	��� 	
�!�����

�"�$��&�� 6�1 =���%��� �$����&������� ,�"8 ����
,"����'� ����">� #��
�� ����% ���	���	��� &�� ���������
��	����� 	�/� ����	��� 8(G;(% ��������� ��� 
�����
���$
�����% ������ ��&���	��� ����������% �������	����� ��
���� �����	�������$ �����!

�"�$��&�� 6�3� +��� C ����� ����� �	� �	����������%
�������	����$ �� R! 3��� �� ��$ �������	�����% � 	�����
���
������ i 	 −i!

��2



"�
���������	�! 5����!������	� #'� ���	� �!�	�	'��-�� f
����� f(i)2 = f(i2) = −1� � #	�	�� f(i) = i ��� −i�

@�	'	� �- ���-���"� �!�	�	'��-�	! #	�$ C ��-"!���

�$ 
�����
���� ����������� � 	*	-��
����$ 
�'�	� �!�'��G
z �→ z̄� ���� z = a + bi� �	 z̄ = a − bi� @ ��	���'�
���	� '����

-�0�� #	�$ C ��� �		�!����!��� 	�'�:���� 	��	�������	 ���

��!������	� 	��� � ���'�
�	� H �'���#	��'	!���� .#	��-����

�	 ,�	 ���� �'��	� �	��-�������!	 �	�	� 
�	 �	�#�����	� �	

#'$:���� H �!�	�	'��-�/�

/%�$"�<���� 6�2� 3������� 
�����
����� ����������
�
������ ����� &��� �	����	���6

8( (z̄) = z9

:( z1 + z2 = z̄1 + z̄29

;( z1z2 = z̄1z̄29

B( ���� z = a + bi% �� zz̄ = a2 + b29

C( ���� z = a + bi �= 0% �� z−1 = z̄/(a2 + b2)9

H( z̄ = z ⇐⇒ z ∈ R9 z̄ = −z ⇐⇒ z 7 ����� ������!

@�� ,�� �!	���!� ��*	 �����	!���" !"+�� ��*	 #'	!�'$6��$
��#	�'����!���	�

C�$��� 6�0� ;����	�'�� �!� �����67�� ��	:���!� ���

'�0G

H1 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎝

a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

⎞
⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c, d ∈ R

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ ,

H2 =
{(

z −w
w̄ z̄

) ∣∣∣∣ z, w ∈ C

}
.

<	��-���� 
�	 ��:�	� �- ,��� ��	:���! ���	�
�!	 	��	������

�	 ��	:���$ � ���	:���$ � $!�$���$ ���	�� <	��-���� 
�	 ,��
���� �-	�	'��"�

���



>��� ?������ ����+���
� 0�� 
 �� �������#
�� +���
� D�� &�
 F&
��
� G(���+���� �����$
�( �� �������% +����

;������'�!��� �	�#�����	� 
���	 ��� �		�!����!�67��
!���	' �� #�	��	���� <���� z = a + bi� 5���� !���	'� z 	*	

-��
����$ 
�'�- |z| � ��-"!����$ ������� �	�#�����	�	 
��

�� z� F����G |z| =

√
a2 + b2� ?�� ��� zz̄ = a2 + b2� �	 zz̄ = |z|2�

@ ���
�� z �= 0 ��	�� 	*'�-	!���"� !���	'	� z � #	�	:�

�����"� ��#'�!������ �����!������	� 	�� ��-"!����$ �'��

����	� �	�#�����	�	 
���� z � 	*	-��
����$ 
�'�- Arg (z)�
Arg (z) H ,�	 ����� �����!������"� 
����� 	���
�67���$ ��
0��	� �'���	� 2π� �	�	'"� -������$ �6*"� �!	�� #'�����!���

��� α : Arg (z) = α+2πk, k ∈ Z� F����G a = |z| cosα, b = |z| sinα
� z = |z|(cosα + i sinα)�
<'�����!����� �	�#�����	�	 
���� ! ���	� !��� ��-"!����$

��	 �'��	�	���'�
���	� �	'�	�� ?'��	�	���'�
����$ �	'��
�	�#�����	�	 
���� ������!����G ����

z = |z|(cosα + i sinα) = r(cos β + i sinβ),

��� r > 0 H !�7���!���	�� �	 r = |z| � β − α ∈ 2πZ�
<���� z, w ∈ C � 	���
�" 	� 0� z = |z|(cosα + i sinα), w =

|w|(cos β + i sinβ)I �	���

zw = |z||w|(cos α cosβ − sin α sin β) + i(cosα sin β + sin α cosβ) =
= |z||w|(cos(α + β) + i sin(α + β)).

F- ,�	�	 #	��
���

/%�$"�<���� 6�7�

|zw| = |z||w|, Arg (zw) = Arg (z) + Arg (w).

)�������� =�4! ;����	�'�� 	�	*'�:���$ ϕ : C∗ → R+ �
ψ : C∗ → R/2πZ� ��� ϕ(z) = |z| � ψ(z) = Arg (z)� <'���	:�

��� =�1 ��!�':����� 
�	 ϕ � ψ H �	�	�	'��-�" �'�##� Kerϕ H
�����
��$ 	�'�:�	���� Kerψ = R+�

��%



�"�$��&�� 6�6� w−1 = 1
|w|(cos(−β) + i sin(−β)) �

|zw−1| = |z|/|w|, Arg (zw−1) = Arg z − Arg w.

�"�$��&�� 6�: = �%�!"� �!�&%�>�

(|z| (cosα + i sinα))n = |z|n(cos nα + i sin nα).

�"�$��&�� 6�.;� +���� z0 7 ��
����	����� 
�����
����
�����! 3��
������� ����
���� �� ��
�% ��� 
������ z �→ z0z
�������	���� ��
�� 
�������� ��	����� �� ���� Arg (z0) �
���������� '������( � 
������������ |z0|!
�,%�$�"���� 6�..� <���� z ∈ C � n H 0��	� 
���	 � 1�

?	��� n
√

z = {w ∈ C | wn = z} ��-"!����$ ��	:���!	� �	'���
n
� ���#��� �- z�

/%�$"�<���� 6�.1� +���� z �= 0, z = |z| (cosα + i sinα)!
5����

n
√

z =
{
|z|1/n

(
cos

α + 2πk

n
+ i sin

α + 2πk

n

) ∣∣∣∣ k = 0, . . . , n − 1
}

.

# ���������% ������� ����� n ��������$ 
����� n�� ������
�� �� z% 	�� ��� ����������� �� �
�������� ������� |z|1/n

� ������� 	 0 � ������ 	��/����� ��
������� ���	�������
n��������
�!

"�
���������	�! 5����!������	� #���� w = |w| (cos β + i sinβ)
� wn = z� @ ���� �	'���" ���!'�

|w|n(cosnβ + i sin nβ) = |z| (cosα + i sinα),

	����� |w|n = |z|, nβ = α + 2πk, k ∈ Z �

w = |z|1/n(cos
α + 2πk

n
+ i sin

α + 2πk

n
), k ∈ Z.

 *	-��
�� ,�	 
���	 
�'�- wk� <'� �6*	� k wn
k = z� #'�
��

wk = wl ⇐⇒ k ≡ l mod n� <	,�	�� !�� '�-��
�"� �	'��
#	��
�6��$ #'� k = 0, . . . , n − 1�

��1



C�$��� 6�.3� <���� d �= 1 H *���!��'���	� 0��	� 
���	
.���� �� ���$7���$ �� �!��'�� #'	��	�	 
����/�

√
d H 	��	 �-

-��
���� �!��'���	�	 �	'�$ �- d �

Q(
√

d) = {z = a + b
√

d ∈ C | a, b ∈ Q}.
�/ <	��-���� 
�	 Q(

√
d) H #	���

*/ <���� w1, w2 H �����'	!���"� ������!"� 
���� �-
Q(

√
d)� ����� 
�	 ��	:���!	 R = {aw1+bw2 | a, b ∈ Z} $!


�$���$ �	��0	� .��#'���'� w1 = 1, w2 =
√

d/� <	��-����

�	 �'��� �	��0 ���	�	 !��� ������$ 	��	 ����������	�
.���� �	��':�7�� !�� ����� �	��0�/ � ����� ��	�

>�-� .���� �( �����,�

 *	-��
�� 
�'�- μn ��	:���!	 �	'��� n
� ���#��� �- 1 !
#	�� C� F����G |μn| = n�

/%�$"�<���� 6�.2� μn 7 ������ �� �������� !

"�
���������	�! 5����!������	� ���� zn
1 = 1 � zn

2 = 1�
�	 (z1z2)n = zn

1 zn
2 = 1� 1 ∈ μn � ���� zn = 1� �	

(z−1)n = (zn)−1 = 1�

@!���� �����67�� 	*	-��
���� ��$ ,������	! �- μnG

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

�,%�$�"���� 6�.0� 3	'��� n
� ���#��� �- 1 ��-"!����$
���	��
������� ���� 	� �� $!�$���$ �	'��� �- 1 ����+�� ���

#���� 
�� n�

)�������� =��1! )� $-"�� ��	'�� �'�## ���	!��� 
�	 z ∈ C∗

$!�$���$ #�'!		*'�-�"� �	'��� n
� ���#��� �- 1� 	-��
���� 
�	
#	'$�	� z ! �'�##� (C∗, ·) '�!�� n�

/%�$"�<���� 6�.9� "�� �������� ζ ∈ μn ����� &��
����	�� �
	�	�������6

8( ζ 7 ���	��
������ 
����� ������� n �� 19

��4



:( 	��
�� 
����� ������� n �� 1 �������	������ 
�
 ζk ���
��
������� k ∈ Z!

"�
���������	�! �/ =⇒ �/� ���� ζ H #�'!		*'�-�"�� �	 
�

��� ζ0 = 1, ζ, . . . , ζn−1 '�-��
�"� ���� ���� ζk = ζl #'�
0 � k < l � n − 1� �	 ζl−k = 1� <	,�	�� ,�� 
���� 	*'�-�6� !��
��	:���!	 μn�
�/ =⇒ �/�  � #'	��!�	�	G ���� *" ζk = 1 ��$ ���	�	'	�	 k�

0 < k < n� �	 �'��� ���#���� ζk ,������� ζ *"�	 *" �� *	���

�� l '�-��
�"��

)�������� =��=! ���	!�� �/ �� $-"�� ��	'�� �'�## 	-��
����

�	 �'�##� μn 0����
����$ � ζ $!�$���$ �� #	'	:��67���

/%�$"�<���� 6�.:� +��	��
������ 
���� ������� n ���
&���	� � '��	��������6 ������ μn 7 ��
�����
��(!

"�
���������	�! 5����!������	� ��#'���'� ε1 H #�'!		*'�-

�"�� ��� ��� εk = εk

1 ��$ !��� k�

/%�$"�<���� 6�1;� *���� εk ∈ μn �	������ ���	��
����
��� 
����� ������� n �� 1% ���� � ����
� ���� k � n 	������
������!

"�
���������	�! ���� ���*	��+�� 	*7�� ��������

(k, n) = d > 1� �	 ε
n/d
k = cos 2πkn

nd + i sin 2πkn
nd = 1� ����

(k, n) = 1 � 0 < m < n� �	 εm
k = cos 2πkm

n + i sin 2πkm
n �= 1� ����

km/n �� $!�$���$ 0��"� 
���	��

�"�$��&�� 6�1.� *���� ���	��
�����$ 
����� n�� �������
�� 1 ��	�� ϕ(n) '���
��� >�����(!

�"�$��&�� 6�11� +���� (k, n) = d! *���� εk ∈ μn �	������
���	��
������ 
����� ������� n/d �� 1!

"�
���������	�! 5����!������	�

εk = cos
2π(k/d)

n/d
+ i sin

2π(k/d)
n/d

� 
���� k/d, n/d !-����	 #'	��"��

��=



)�������� =��2! <'���	:���� =��� ! �'���� ��'����� !"'�

:��� �	 :� ���	�� 
�	 � #'���	:���� 1�2�� � ������!�� =��� H
�	 :� ���	�� 
�	 � #'���	:���� 1����

C�$��� 6�12� �/ <���� 
���� m � n !-����	 #'	��"��
<	��-���� 
�	 !�$�	� 
���	 ζ ∈ μmn 	��	-��
�	 #'�����!

�$���$ ! !��� ζ = ζ′ζ′′� ��� ζ′ ∈ μm, ζ′′ ∈ μn�

*/ <	��-���� 
�	 ζ ∈ μmn $!�$���$ #�'!		*'�-�"� �	'���
���#��� mn �- 1� ���� � �	���	 ���� ζ′ � ζ′′ $!�$6��$
#�'!		*'�-�"�� �	'�$�� �		�!����!���	 ���#��� m � n�

!/ <	��-���� 
�	 ���� 
���� n1, . . . , ns #	#�'�	 !-����	 #'	

��"� �	 ϕ(n1 · . . . · ns) = ϕ(n1) · . . . · ϕ(ns)�

�/ ���� n = pk1
1 . . . pks

s � ��� p1, . . . , ps H '�-��
�"� #'	��"�


����� �	 ϕ(n) =
s∏

i=1

(pi − 1)pki−1
i �

�/ <	��-���� 
�	
∑
d|n

ϕ(d) = n�

��(







�	�	� �!����� �	�	�	�	!�


�!%� "��+�� ,� �")�*%�

U�� F-��������!	 A���'� #'������"� ������	!���� #'�
�������	
��������
���	� ���������� ���� ��� ��'�

3����������
�� ������	��� ���������
��
������� ��$���
�������������
��� ��
����
���� AF?

<	�#����	 ! #�
��� �%���������
D	'��� 1�×(� �V�1�  *R�� 4 #���
B���- �4� ?�'�: ��� ,�-�

F-��������!	 A<F #'� �������	P��������
���	� ����������
����
�� �	��!�� @	'	*��!" �	'"�
C�0��-�$ �� �-���������6 ��$�����	��� F5 W ���%(
	� �����������

 �#�
����	 �� ��#	�'����	� 	*	'��	!���� �������	
������

��
���	�	 �����������
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